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摘 要

摘摘摘 要要要

本文系统研究偏微分方程的弱有限元方法 (Weak Galerkin Finite Element

Methods),简称 WG方法. 重点讨论重调和方程、麦克斯韦方程组及相关的

div-curl问题的WG有限元方法.重调和方程起源于弹性薄板理论.弹性薄板是

指其厚度远小于其他两尺寸的弹性体.麦克斯韦方程组是苏格兰数学物理学

家麦克斯韦在 1861年到 1862年期间建立的描述电场与磁场关系的四个基本

方程. 在麦克斯韦方程组中,电场和磁场已经成为一个不可分割的整体.该方

程组系统而完整地概括了电磁场的基本规律,并预言了电磁波的存在. div-curl

问题是求解麦克斯韦方程组的基本单元. 因此,设计求解这两类问题的高效数

值算法既有必要性,同时又具实际意义.我们的WG有限元方法本身亦是对传

统有限元方法的继承和发扬,它为科学发展中的大量问题提供了一个新的且

行之有效的计算工具.

第一章,我们给出本文所有其它各章节将用到的一些预备知识.

第二章,我们对重调和方程提出了一种新的高效的数值算法- WG有限元

方法.这个新的WG有限元方法是基于重调和方程的等价于H2半范数的变分

形式. 本章特别引入了定义在多边形或多面体有限元剖分上的间断函数的弱

Hessian和离散弱 Hessian,并将其成功地应用在相应的变分形式中以构造WG

有限元离散格式. 如此构造的WG有限元方法的矩阵具有对称正定性,且不依

赖于任何参数的选取. 本章理论上建立了在 H2 等价范数意义下, WG有限元

方法的最优阶误差估计;以及在 L2 范数意义下, WG有限元方法的最优阶误

差估计 (最低阶元,即分片二次元,除外).

第三章,我们给出了数值实验来验证第二章所建立的关于WG有限元方

法的收敛性理论.我们首先对第二章提出的WG有限元方法给出了基于变分

形式的数值实验. 由于变分形式导出的矩阵问题的规模比较大,为减小计算代

价,我们其次对WG有限元方法分别推导了基于矩阵形式的 Schur补,并给出

了相关的数值实验. 数值实验结果充分验证了第二章所建立的关于WG有限

元格式的有效性和收敛精度.
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第四章,基于第二章提出的 WG有限元方法,我们提出了求解重调和方

程的杂交 WG (HWG)有限元方法. HWG有限元方法引入了定义在单元边

界上的 Lagrange乘子,该乘子是真解的某种法向导数的数值近似. 本章建立

了 HWG有限元方法的最优阶误差估计,推导了一个实用的快速计算算法,即

Schur补算法. 该 Schur补算法的精髓是对WG有限元方法所形成的矩阵问题

消去每个单元内部的自由度,生成一个仅依赖于单元边界自由度的规模缩小

了的线性方程组. 该计算算法极大地降低了WG有限元方法的矩阵问题的复

杂度.

第五章,我们对静态麦克斯韦方程组构造了一类高效的WG有限元离散

格式. 本章特别引入了离散弱旋度和离散弱散度,并将其应用于相应的变分形

式中. 通过强加一个稳定项来确保近似函数的内在弱连续性,本章成功地构造

了一类无参数,并适用于任意形状多面体剖分的WG有限元方法.在理论层面,

本章建立了麦克斯韦方程组的WG有限元方法在一类离散范数下的最优阶误

差估计.通过局部变量消去法,我们得到一个仅与单元边界自由度相关的线性

方程组的 Schur补形式,该形式保证了WG有限元方法在科学计算中的有效实

施.

第六章,我们针对一类 div-curl问题构造了高效WG有限元离散格式. 这

项研究以 Helmholtz分解为切入点,首先将 div-curl问题分解为一个二阶椭圆

方程和一个静态麦克斯韦方程组,此麦克斯韦方程组的边界条件不同于第五

章所研究的麦克斯韦方程组. 然后我们对 Helmholtz分解后得到的麦克斯韦方

程组实施WG有限元方法. 本章理论研究的亮点聚焦在相应的WG有限元逼

近解的最优阶误差估计上.

关键词: 弱有限元, Weak Galerkin (WG),杂交弱有限元, Hybridized WG

(HWG),有限元方法,偏微分方程,重调和方程,麦克斯韦方程组, div-curl问

题, 弱偏导数, 弱旋度, 弱散度, 弱 Hessian,形状正则, 多边形或多面体剖分,

Helmholtz分解.
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Abstract

Abstract

The goal of this thesis research is to develop new weak Galerkin (WG) finite

element methods for partial differential equations. In particular, the research is fo-

cused on three partial differential equations: the biharmonic equation, the steady-state

Maxwell’s equations, and a general div-curl problem. The biharmonic equation arises

from the theory of thin plate bending. Thin plates refer to those for which the thickness

of the plates is much smaller than its lateral dimensions. Maxwell’s equations con-

sist of four partial differential equations describing how electrical and magnetic fields

are generated and altered by each other and by charges and currents. In Maxwell’s

equations, the electrical field and magnetic field are an entirety and undivided, which

systematically and integrally summarize the basic laws in electromagnetic field, and

predicted the existence of electromagnetic waves. They are named after Scottish

mathematician and physicist James Clark Maxwell who published an early form of

those equations between 1861 and 1862. The div-curl problem is a basic element for

solving Maxwell’s equations. Therefore, designing efficient numerical algorithms for

the above mentioned problems is necessary and significant in computational sciences.

Our WG method is a new development of the classical Galerkin finite element method,

which provides an efficient and robust computational technique for many challenging

problems in science and engineering.

In Chapter 1, we provide some preliminaries which are valuable for all the re-

maining presentation in the thesis.

In Chapter 2, we present a new and efficient numerical algorithm for the bihar-

monic equation by using WG finite element methods. The WG finite element scheme

is based on a variational formulation of the biharmonic equation that is equivalent

to the usualH2-semi norm. Weak Hessian and their approximations, called discrete

weak Hessian, are introduced for a class of discontinuous functions defined on a fi-

nite element partition of the domain consisting of general polygons or polyhedra. The
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resulting matrix from the WG finite element method is symmetric, positive definite

and parameter free. An error estimate of optimal order is derived in anH2-equivalent

norm for the WG finite element solutions. Error estimates in the usualL2 norm are

established, yielding optimal order of convergence for all the WG finite element al-

gorithms except the one corresponding to the lowest order (i.e., piecewise quadratic

elements).

In Chapter 3, we present some numerical results to confirm the theory and the

accuracy of the WG finite element scheme analyzed in Chapter 2. First, the WG fi-

nite element scheme is implemented by using the original variational formulation as

proposed in Chapter 2. The matrix problem arising from the original variational for-

mulation contains all the unknowns necessary to represent the functions in the weak

finite element space. To reduce the computational cost, we then derive a Schur com-

plement form for the WG finite element method in a matrix form. Numerical tests

are conducted for the Schur complement problem. The numerical results confirm the

mathematical convergence theory developed in Chapter 2 for the WG finite element

method.

In Chapter 4, we present a hybridized formulation for the WG finite element

method for the biharmonic equation. The hybridized weak Galerkin (HWG) scheme

is based on the use of a Lagrange multiplier defined on the element boundaries. The

Lagrange multiplier provides a numerical approximation for certain derivatives of the

exact solution. An optimal order error estimate is established for the numerical ap-

proximations arising from the HWG finite element method. We also derive a compu-

tational algorithm, which is equivalent to the Schur complement, by eliminating all

the unknown variables in the interior of each element, yielding a significantly reduced

system of linear equations for unknowns on the boundary of each element.

In Chapter 5, we introduce an efficient WG finite element method for the steady-

state Maxwell’s equations, where discrete weak curl and discrete weak divergence

are used in the corresponding variational formulation, additionally with a stabilization

term that enforces a weak continuity of the approximating functions. This WG finite

element method is parameter free and is highly flexible and robust for the use of fi-
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nite element partitions consisting of arbitrary shape-regular polyhedra. Optimal order

error estimates are established for the WG finite element approximations in properly-

defined discrete norms. An effective implementation of the WG finite element method

is developed through variable reduction by following a Schur-complement approach,

yielding a system of linear equations involving unknowns associated with element

boundaries only.

In Chapter 6, we design a class of WG finite element method for general div-curl

problems. Based on the Helmholtz decomposition, the div-curl problems are decom-

posed into second order elliptic problems plus steady-state Maxwell’s equations. The

steady-state Maxwell’s equations here may have different boundary conditions from

that in Chapter 5. A convergence theory is established for the corresponding WG fi-

nite element method by deriving some optimal order error estimates for the numerical

approximation.

Keywords: Weak Galerkin (WG), Hybridized WG (HWG), finite element method,

partial differential equations, biharmonic equation, Maxwell’s equations, div-curl

problem, weak partial derivatives, weak curl, weak divergence, weak Hessian, shape

regular, polygonal or polyhedral meshes, Helmholtz decomposition.
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前 言

前前前 言言言

二十世纪以来,由于电子计算机研制的成功,计算机技术的应用已渗透到

人类社会的各个领域,由计算机带来的现代科学正在快速改变着人们传统的

工作、学习和生活方式,并推动着社会的进一步发展.科学计算,作为计算机

最早的应用领域,与实验科学和理论科学一并成为当代科学研究方法的三种

主要手段之一.目前,科学计算已在生物学、流体力学、材料学、金融经济、

天文学、地学以及大气科学等诸多领域得到了广泛的应用,发挥了举足轻重

的作用. 科学计算涵盖很多内容,包括建模、不确定性分析与计算、偏微分方

程数值解、数值代数、函数逼近、最优化等. 其中,因在建模中的广泛应用及

其特有的复杂性,偏微分方程数值解一直以来都是科学计算中最具挑战的中

心课题之一 [13].

偏微分方程是继微积分后兴起的一门学科,其最早起源于 18世纪 Euler,

d’Alembert, Bernoulli, Lagrange和 Laplace等科学家的工作.偏微分方程是描

述连续力学的核心工具,也是分析物理科学模型的主要方式之一.其有以下两

方面作用: 一方面,偏微分方程可用于描述应用科学中的一些实际现象.例如,

18世纪, Euler建立了描述流体力学中无黏性可压缩和不可压缩流体的 Euler

方程. 到了 19世纪,随着物理科学研究对象的拓展,微分方程迅速发展成为数

学的中心学科之一.另一方面,从 19世纪中期开始,偏微分方程促进了数学其

他相关分支的建立与发展.例如, Poincaré对 Monge-Ampére方程、极小曲面

方程及其几何意义的研究,促进了几何学的发展; Donaldson和 Seiberg-Witten

在四维微分流形的拓扑学所做的大部分工作建立在偏微分方程理论基础上;

2006年,百年难题 Poincaré猜想的解决充分体现了偏微分方程的伟大性与普

遍性. 偏微分方程还与概率论、金融科学、统计分析以及动力系统等诸多数

学领域密切相关.

研究偏微分方程最理想的情况是求出其解析解.然而,鉴于偏微分方程特

有的复杂性，只有在某些特定情形下,科学家才能求出极少部分偏微分方程

的解析解.因此,偏微分方程的数值求解是研究偏微分方程的主要和重要手
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段之一.到目前为止,偏微分方程数值解在诸多应用领域 (如材料学、火箭发

射、航空航天以及卫星发射等)已发挥了举足轻重的作用.

有限元方法和有限差分方法是求解偏微分方程数值解的主要方法. 有限

差分方法起源于 20世纪 40年代,因其建立在对相应偏导数的直接离散的基

础上,有限差分方法易于理解且便于操作.到目前为止,有限差分方法在生物

学、材料学，流体力学以及大气模拟中均已得到广泛的应用和推广. 然而,有

限差分方法在处理实际问题时有很大的局限性,特别是它难以处理自然边界

条件以及具有复杂几何区域的问题.有限元方法是基于传统的 Ritz-Galerkin方

法并融合了有限差分法优点的一类数值方法,它掘弃了有限差分法直接离散

偏导数的朴素思想,通过积分的概念将复杂问题简单化后再求解. 有限元方法

不仅能对原问题提供高精度的数值解,而且擅长处理各种复杂区域.目前它已

广泛应用于科学工程中许多庞大复杂计算问题的求解.

有限元方法和有限差分方法的区别主要体现在: (1)有限元方法是从变分

原理出发,而不是像有限差分方法那样从微分方程出发,亦即有限元方法是从

问题的整体而非局部出发; (2)在二维情形,有限元方法是对区域作三角形或

其他多边形剖分,而非像有限差分方法那样仅作矩形剖分或基于矩形剖分的

离散格点; (3)有限元方法用剖分区域上的简单函数,如分片多项式,逼近原问

题的解,而不是像有限差分方法那样仅在剖分节点上作数值逼近.有限元方法

导出的线性方程组的系数矩阵对称、正定且稀疏,这给相应的数值求解带来

了便利. 目前,有限元方法已在数学上建立了一套完整的理论体系,被工程力

学界广泛用于数值求解各种定常结构问题.此外,有限元方法对不定常问题也

有着良好的开展 [54]. 但是,传统的有限元方法计算量大,并且其数值解一般

不保持系统内在的各种守恒量 (如质量守恒和能量守恒). 因此发展新型、高

效、守恒的有限元格式成为亟待解决的问题.

有限元方法在西方和中国分别独立地发展.在西方,有限元思想最早在

1943年 R. Courant的一篇论文中明确地提出,但一直以来没有受到人们的重

视.自 20世纪 50年代中期,欧美工程界 J. H.阿吉里斯, R. W.克拉夫等以航空

工程为背景,在结构分析与矩阵方法基础上引入了结构有限元的雏形. 60年

代初期,进一步引入了连续体的单元剖分;到了 60年代中期,逐步确立了有限

元方法是变分原理与剖分逼近这两种思想的结合体.从 1968年始,西方数学
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家开始对有限元方法进行系统的数学理论研究.在中国, 60年代初,冯康、黄

鸿慈等科学家为解决大型水坝建设中的应力分析问题,对椭圆型边值问题数

值解进行了系统研究,为克服传统求解的几何复杂性与材料复杂性等问题,于

1964年提出了求解椭圆型边值问题的一套能量法与差分法相结合的有效方

法,称为基于变分原理的差分方法,也即有限元方法,并建立了有限元方法的

数学理论基础. 此后,周天孝、唐立民发展了混合元拟协调元,应隆安等发展

了无限元,冯康等发展了边界有限元,石钟慈等发展了非协调元,林群等发展

了有限元外推与超收敛理论.

弱有限元方法 (Weak Galerkin Finite Element Methods),简称WG方法,是求

解偏微分方程的一种新的、高效的数值方法. WG有限元方法最早在 2011

年由王军平和叶秀提出,并用之求解二阶椭圆问题 [50, 52]. WG有限元方法

的主要思想是对间断函数引入弱微分 (如梯度、二阶偏导数、散度、旋度、

Hessian等),然后将其应用于通常的变分形式中以对相应的偏微分方程进行数

值求解. WG有限元方法为偏微分方程的数值求解提供了一个全新的思想,它

将经典的 Galerkin有限元方法提升到了一个新的更高的水平. WG有限元方

法适用于任意形状的有限元剖分及任意椭圆型偏微分方程 (包括二阶椭圆方

程、 Stokes方程、 Navier-Stokes方程、弹性方程、 Maxwell’s方程、重调和

方程等). WG有限元方法基于间断分片多项式,其单元构造简便易行,相应离

散代数方程组的适定性不依赖任何参数的选取,易于实现杂交生成一个更小

规模的求解系统,即局部消去每个单元内部自由度,生成一个仅依赖于单元边

界自由度的线性方程组. 此外, WG有限元方法所给出的数值解一般保持系统

内在的守恒量. 虽然WG有限元方法形式上比内罚间断 Galerkin (DG)有限元

方法有相对多的自由度,但WG有限元法单元内部的自由度可以通过杂交形

式或 Schur补形式局部消去,所形成的代数方程组仅包括单元边界上的自由

度,它比 DG有限元方法的自由度要少很多. WG有限元方法的单元刚度矩阵

可在每个单元上局部组装，这与标准的 Galerkin有限元方法相一致.目前为

止, WG有限元方法已经成功地应用于数值求解一些偏微分方程,如 Stokes方

程 [53],麦克斯韦方程组 [36],重调和方程 [34, 37, 47] 等,并且进一步发展了杂

交WG (HWG)有限元方法 [48]. 本论文的主要目的是发展新的WG有限元方

法与理论,特别我们将针对重调和方程、静态麦克斯韦方程组以及 div-curl问
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题来挖掘WG有限元方法的潜力,为WG有限元方法在科学计算中的应用打

下一个坚实的理论基础.

重调和方程起源于弹性薄板理论 [58, 59]. 弹性薄板是指其厚度远小于其

他两尺寸的弹性体.我们假定板的厚度为常数,板的材料各向同性. 平分板厚

度的平面,称为中间面. 横向弯曲变形中间面形成的曲面称为板的弹性曲面.

从 18世纪初,学者们开始着手研究弹性薄板的挠曲问题,经过了 3个多世纪的

不断研究与探索,弹性薄板理论已经得到充分的发展和应用,现已广泛应用于

实际工程中,包括车辆工程中的车体地板、发动机缸体、齿轮箱箱体、建筑

结构的楼板、桥梁的桥面、航空航天工程中飞机壁板、导弹壁板等都属于薄

板弯曲问题.

一直以来,重调和方程的数值求解受到众多学者的关注,并提出了各种数

值求解方法. 在求解重调和方程的有限元方法中,首先是协调有限元方法,该

方法要求构造的有限元空间是 Sobolev空间 H2(Ω)的子空间,也称 H2-协调元

方法. H2-协调元方法本质上要求逼近函数是 C1-连续分片多项式. 但 C1-连

续分片多项式函数的构造是极其困难和复杂的,因此在实际计算中，人们很

少采用 H2-协调元方法来求解重调和方程. 其次是非协调元方法,分片二次多

项式 Morley元就是一经典的求解重调和方程的非协调元. 非协调元的最大优

点是构造简单,但它缺乏统一的数学理论.再次是混合有限元方法,该方法的

核心思想是通过将四阶问题转化为两个二阶问题的方程组以避免使用 C1 元

求解 [1, 19, 22, 30, 37]. 混合有限元方法虽然对单元构造的复杂度做了精简,但

相应的代数方程组却不再是正定的了,这为随之而来的数值求解带来一定的

难度,但并不是不可以解决.最后是内部加罚 DG有限元方法,比如文献 [9, 18]

提出了求解重调和方程的 C0内罚方法,文献 [33]提出了求解重调和方程的 hp

内罚 DG方法.内罚 DG有限元方法基于间断分片多项式,其单元构造简单,但

缺点是: (1)离散格式的适定性依赖某些参数的选取, (2)单元刚度矩阵不能局

部地在每个单元形成, (3)相应的离散格式或许不再对称.

麦克斯韦方程组是 19世纪苏格兰数学物理学家麦克斯韦建立的一组偏

微分方程,用于描述电场、磁场与电荷密度、电流密度之间的关系.麦克斯韦

方程组包括四个方程: 电荷产生电场的高斯定理;论述磁单极子不存在的高斯

磁定律;电流和变化的电场产生磁场的麦克斯韦-安培定律,变化的磁场产生
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电场的法拉第电磁感应定律.在麦克斯韦方程组中,电场和磁场是不可分割的

整体.该方程组完整地概括了电磁场的基本规律,并预言了电磁波的存在. 麦

克斯韦进一步结合电场和磁场的规律,建立了电磁场理论体系,其核心是麦克

斯韦方程组. 目前为止,科学家们对麦克斯韦方程组的求解已提出各种不同的

数值方法,代表性的包括 H(curl; Ω) -协调元方法 [5, 28, 31, 38, 39], DG方法

[6, 7, 24, 25, 40, 41],以及混合 DG方法 [26].

本文的主要内容及结论如下: 第一章,我们给出本文中其他各章节用到的

一些预备知识. 第二章,我们提出了一种求解重调和方程的高效WG有限元方

法,并给出相应的理论分析,推导了 H2等价范数意义下的最优阶误差估计,以

及 L2范数意义下的最优阶误差估计 (最低阶元,即分片二次元,除外). 第三章,

基于第二章提出的WG有限元方法,我们推导了WG方法的 Schur补,并分别

从变分和 Schur补矩阵形式出发,对WG有限元格式进行了数值实验,数值实

验结果充分验证了第二章所建立的收敛性理论.第四章,同样基于第二章的算

法,我们提出了求解重调和方程的一类杂交WG有限元方法,并建立了最优阶

误差估计,以及推导了一个快速计算算法 (Schur补).第五章,我们提出了求解

一类静态麦克斯韦方程组的WG有限元方法,并建立了在离散范数意义下的

最优阶误差估计.第六章,我们研究 div-curl问题的数值方法,提出了 div-curl

问题的WG有限元方法,并建立了离散范数意义下最优阶误差估计.
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第 1章 预备知识

第第第 1章章章 预预预备备备知知知识识识

本章给出本文中其他各章节用到的一些预备知识,包括 Sobolev空间的相

关知识; H(div)和 H(curl)空间的定义及其性质;有限元的定义,有限元空间

的构造及其性质;以及形状正则剖分上有限元空间的性质.

1.1 Sobolev空空空间间间

本节给出 Sobolev空间的相关知识, Sobolev空间的详细内容可参考

[29, 55].

假设区域 Ω ⊂ Rd (d ≥ 1)为有界连通区域,其边界记作 ∂Ω. 当 m为非负

整数或∞时, Ω、 Ω上所有m次连续可微函数构成的集合分别记作 Cm(Ω)、

Cm(Ω), Cm(Ω)中所有紧支集包含在 Ω的函数构成的集合记作 Cm
0 (Ω).

Lp(Ω) (1 ≤ p < ∞)表示 Ω上所有 p次可积实值函数构成的集合, L∞(Ω)

表示 Ω上所有本性有界的可测函数构成的集合.按范数

‖f‖Lp(Ω) =
( ∫

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p
, 1 ≤ p < ∞,

‖f‖L∞(Ω) = esssup
x∈Ω

|f(x)|,

Lp(Ω)为 Banach空间.当 p = 2时, L2(Ω)为 Hilbert空间,其内积定义为

(u, v)Ω =

∫

Ω

uvdx.

称分量均为非负整数的向量 α = (α1, · · · , αd) 为多重指标, 记 |α| =

α1 + · · ·+ αd.利用多重指标，偏导数算子可记为

∂α =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαd

d

.
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定定定义义义1.1.1.对于 Ω上局部 Lebesgue可积函数 u,如果存在 Ω上的局部 Lebesgue

可积函数 v,满足

∫

Ω

vφdx = (−1)|α|
∫

Ω

u∂αφdx, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω),

则称 v是 u的一个广义导数,记为 ∂αu.

显然,广义导数是古典导数的推广.

对于非负整数m和实数 p ∈ [1,∞],定义

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : ∂αu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ m}.

在Wm,p(Ω)上定义 Sobolev范数 ‖ · ‖m,p,Ω如下：

‖u‖m,p,Ω =
( ∑

|α|≤m

∫

Ω

|∂αu|pdx
) 1

p
, 1 ≤ p < ∞,

‖v‖m,∞,Ω = max
|α|≤m

esssup
x∈Ω

|∂αu(x)|,

则 Wm,p(Ω)构成一个 Banach空间,称 Wm,p(Ω)为 Ω上的 Sobolev空间. 进一

步,定义半范数 | · |m,p,Ω如下:

|u|m,p,Ω =
( ∑

|α|=m

∫

Ω

|∂αu|pdx
) 1

p
, 1 ≤ p < ∞,

|v|m,∞,Ω = max
|α|=m

esssup
x∈Ω

|∂αu(x)|.

当 p = 2时,记Wm,p(Ω)为 Hm(Ω),相应的范数记为 ‖ · ‖m,Ω.

定定定义义义1.1.2.称 X (连续地)嵌入到 Y ,记为 X ↪→ Y ,如果满足: (1) X ⊂ Y ; (2)

X 到 Y 具有连续内射,即存在常数 C > 0,对任意的 x ∈ X,成立

‖x‖Y ≤ C‖x‖X .

– 7 –



第 1章 预备知识

定定定理理理1.1.1. (嵌入定理)假设区域 Ω具有 Lipschitz连续边界 ∂Ω, 1 ≤ p ≤ ∞. 如

果m ≥ k + 1,则当m < k + n
p 时,

Wm,p(Ω) ↪→ W k,q(Ω), 1 ≤ q ≤ np

n− (m− k)p
;

当m = k + n
p 时,

Wm,p(Ω) ↪→ W k,q(Ω), 1 ≤ q < ∞;

当m > k + n
p 时,

Wm,p(Ω) ↪→ Ck(Ω).

对函数 u ∈ Wm,p(Ω),定义迹算子 tr : u → u|∂Ω,其中 u|∂Ω称为函数 u在边

界 ∂Ω的迹.关于迹算子成立如下定理.

定定定理理理1.1.2.假设区域 Ω 具有 Lipschitz连续边界 ∂Ω, 且分片 m 阶光滑. 令

1 ≤ p ≤ ∞, n > 1.如果m ≥ 1,则当mp < n时,

tr : Wm,p(Ω) → Lq(∂Ω), 1 ≤ q ≤ (n− 1)p

n−mp
,

连续；当mp = n时,

tr : Wm,p(Ω) → Lq(∂Ω), 1 ≤ q < ∞,

连续.

我们将Wm,p(Ω)和 Lq(∂Ω)的上述关系称为Wm,p(Ω)嵌入到 Lq(∂Ω).

令 n = (n1, · · · , nd)
′ 是 ∂Ω的单位外法向量 (见图 1-1),则当 ∂Ω分片光滑

时, n在 ∂Ω上几乎处处存在.对于 C2(Ω)中的函数,法向导数算子

∂

∂n
=

d∑

i=1

ni
∂

∂xi
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Ω

∂Ω

n

�

图 1-1区域 Ω的边界 ∂Ω的外法向 n和切向量 τ .

在 ∂Ω上几乎处处有定义.类似于迹算子,将法向导数算子延拓到W 2,p(Ω),

∂

∂n
=

d∑

i=1

nitr
∂

∂xi
.

当m = 1, 2时,定义Wm,p(Ω)的子空间Wm,p
0 (Ω)为

W 1,p
0 (Ω) = {v ∈ W 1,p(Ω) : v|∂Ω = 0}.

W 2,p
0 (Ω) =

{
v ∈ W 2,p(Ω) : v|∂Ω =

∂v

∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0
}
.

特别地,当 p = 2时,

H2
0 (Ω) =

{
v ∈ H2(Ω) : v|∂Ω =

∂v

∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0
}
.

以下给出 Green公式和 Sobolev空间中几个常用不等式.

(Green公式)对 u, v ∈ H1(Ω),成立

∫

Ω

∂u

∂xi
vdx =

∫

∂Ω

uvnids−
∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx, i = 1, · · · , d.
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(Minkowski不等式)假设 1 ≤ p ≤ ∞, f, g ∈ Lp(Ω),则

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

(Hölder不等式)假设 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1
p + 1

q = 1, f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω),则

f · g ∈ L1(Ω),且

‖f · g‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) · ‖g‖Lq(Ω).

(Cauchy-Schwarz不等式)当 p = q = 2时, Hölder不等式为

‖f · g‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) · ‖g‖L2(Ω).

定定定理理理1.1.3. (等价模定理) 令 Pk(Ω) (k ≥ 0) 表示 Ω 上次数不超过 k 的多项式

全体, N = dimPk(Ω). 假设 fi ∈ (W k+1,p(Ω))′, i = 1, · · · , N , p ∈ [1,∞]. 当

fi(q) = 0, 1 ≤ i ≤ N , q ∈ Pk(Ω)时, q = 0. 则存在正常数 β1, β2,使得对任意

的 v ∈ W k+1,p(Ω),成立

β1

{
|v|W k+1,p(Ω) +

N∑

i=1

|fi(v)|
}
≤ ‖v‖W k+1,p(Ω) ≤ β2

{
|v|W k+1,p(Ω) +

N∑

i=1

|fi(v)|
}
.

推推推论论论1.1.1. (Friedrichs不等式)假设有界区域 Ω ⊂ Rd, Γ ⊂ ∂Ω, measΓ > 0,则

对任意的 u ∈ H1(Ω),存在常数 C,使得

‖u‖1,Ω ≤ C
(
|u|1,Ω +

∣∣∣
∫

Γ

uds
∣∣∣
)
.

推推推论论论1.1.2. (Poincaré不等式)假设有界区域 Ω ⊂ Rd,则对任意的 u ∈ H1
0 (Ω),存

在常数 C,使得

‖u‖1,Ω ≤ C|u|1,Ω.

上述 Poincaré不等式给出了 H1
0 (Ω)中范数和半范之间的等价性.

推推推论论论1.1.3. (Friedrichs-Poincaré不等式) 假设有界区域 Ω ⊂ Rd, 则对任意的
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u ∈ H1(Ω),存在常数 C,使得

‖u‖1,Ω ≤ C
(
|u|1,Ω +

∣∣∣
∫

Ω

udx
∣∣∣
)
.

最后,我们给出本文中常用的一些记号. R和 C分别表示实数和复数. 假

设 D 是 Rd (d = 2, 3)中具有 Lipschitz连续边界 ∂D 的有界区域, L2(D)的范

数和内积分别记作 ‖ · ‖D 和 (·, ·)D, L2(∂D)的内积记作 〈·, ·〉∂D. 当 D = Ω时,

‖ · ‖Ω, (·, ·)Ω和 〈·, ·〉∂Ω分别简记为 ‖ · ‖, (·, ·)和 〈·, ·〉 .字母 C 表示与网格大小

以及函数无关的常数,在不同地方出现的字母 C 表示不同的常数. (·, · · · , ·)′
表示向量 (·, · · · , ·) 的转置. δi,j 为 Kronecker符号,当 i = j 时, 取值为 1; 当

i 6= j 时,取值为 0.

1.2 H(div)和和和 H(curl)空空空间间间

本节介绍散度算子,旋度算子, H(div)和 H(curl)空间,以及一些常用的

结论,详细内容可参考 [31].

对任意的 v = (v1, v2, v3)
′ ∈ (C1(Ω))3, v的旋度算子记作 ∇× v,定义为

∇× v =
(∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
,
∂v1

∂x3
− ∂v3

∂x1
,
∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

)
.

特别地,对任意的 ϕ ∈ (C∞
0 (Ω))3,成立

(∇× v, φ) = (v,∇× ϕ).

对任意的 v = (v1, v2, v3)
′ ∈ (C1(Ω))3, v的散度算子记作 ∇ · v,定义为

∇ · v =
3∑

i=1

∂vi

∂xi
.

特别地,对任意的 ϕ ∈ C∞
0 (Ω),成立

(∇ · v, ϕ) = −(v,∇ϕ).
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由导数的定义,易证

∇× (∇p) = 0, ∀p ∈ C2(Ω),

∇ · (∇× v) = 0, ∀v ∈ (C2(Ω))3.

函数本身及其散度平方可积的向量函数构成的空间记作 H(div; Ω),即

H(div; Ω) =
{

u ∈ (L2(Ω))3 : ∇ · u ∈ L2(Ω)
}
,

相关范数定义为

‖u‖H(div;Ω) =
(
‖u‖2 + ‖∇ · u‖2

) 1
2
.

定义 H(div; Ω)的子空间

H0(div; Ω) = {u ∈ H(div; Ω) : u · n|∂Ω = 0},

其中 n为 ∂Ω的单位外法方向.

函数本身及其旋度平方可积的向量函数构成的空间记作 H(curl; Ω),即

H(curl; Ω) =
{

u ∈ (L2(Ω))3 : ∇× u ∈ (L2(Ω))3
}
,

相关范数定义为

‖u‖H(curl;Ω) =
(
‖u‖2 + ‖∇ × u‖2

) 1
2
.

定义 H(curl; Ω)的子空间

H0(curl; Ω) = {u ∈ H(curl; Ω) : u× n|∂Ω = 0},

其中 n为 ∂Ω的单位外法方向.

定定定理理理1.2.1. (散度定理)假设有界区域 Ω ⊂ Rd (d = 2, 3)具有 Lipschitz连续边界
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∂Ω.如果 F ∈ (C1(Ω))d : Rd → Rd,则成立

∫

Ω

∇ · Fdx =

∫

∂Ω

F · nds, (1.2.1)

其中 n为边界 ∂Ω的单位外法向.

基于散度定理,易证得如下重要公式.

推推推论论论1.2.1.假设有界区域 Ω ⊂ R3 具有 Lipschitz连续边界 ∂Ω, n为边界 ∂Ω的

单位外法向.

(1)如果 ξ ∈ C1(Ω), u ∈ (C1(Ω))3,那么

∫

Ω

∇ · uξdx = −
∫

Ω

u · ∇ξdx +

∫

∂Ω

n · uξds.

(2) (Green第一公式)如果 ξ ∈ C1(Ω), p ∈ C2(Ω),那么

∫

Ω

∆pξdx = −
∫

Ω

∇p · ∇ξdx +

∫

∂Ω

∂p

∂n
ξds.

(3) (Green第二公式)如果 ξ ∈ C2(Ω), p ∈ C2(Ω),那么

∫

Ω

(∆pξ − p∆ξ)dx =

∫

∂Ω

(∂p

∂n
ξ − ∂ξ

∂n
p
)
ds.

(4)如果 u, ϕ ∈ (C1(Ω))3,那么

∫

Ω

∇× u · ϕdx =

∫

Ω

u · ∇ × ϕdx +

∫

∂Ω

n× u · ϕds.

假设 S 表示二维平面 (x1, x2)中具有 Lipschitz连续边界的有界区域,给定

可微函数 ϕ = ϕ(x1, x2),定义

~∇S × ϕ =
( ∂ϕ

∂x2
,− ∂ϕ

∂x1

)′
.
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给定向量函数 u = (u1(x1, x2), u2(x1, x2))
′,定义

∇S × u =
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2
.

推推推论论论1.2.2. (Stoke’s定理)假设有界区域 S ⊂ R2 具有 Lipschitz连续边界 ∂S. τ

表示边界 ∂S 的单位切向,其由边界 ∂S 的单位外法向 n逆时针旋转 90度得

到.如果 u ∈ (C1(S))2, ξ ∈ C1(S),那么

∫

S
∇S × uξdx =

∫

S
u~∇S × ξdx +

∫

∂S
τ · uξds.

1.3 经经经典典典有有有限限限元元元方方方法法法概概概述述述

有限元方法是求解偏微分方程数值解的有效方法之一,其大致思想是首

先将偏微分方程转化为一个与之等价的变分形式,对区域进行剖分,构造相应

的有限元空间,然后将变分问题在有限元空间中离散,最后求出偏微分方程在

有限元空间中的近似解. 本节给出有限元的定义、有限元空间及常用的一些

性质、定理和结论.详细内容可参考 [8, 12, 15, 54].

定定定义义义1.3.1. (有限元)称 (T,P ,N )为一个有限元,如果满足

(1) T ⊂ Rd (d = 2, 3)是具有分片光滑边界的有界区域 (元域),

(2)P 是定义在 T 上的有限维函数空间 (形函数),

(3)N = {N1, · · · , Nk}是空间 P ′的一组基 (节点变量集合).

定定定义义义1.3.2.假设 (T,P ,N )是一个有限元,称 P 中 N 的对偶基 {φ1, · · · , φk}为
P 的一组节点基,若满足 Nj(φi) = δi,j, i, j = 1, · · · , k.

定定定义义义1.3.3.称两个有限元 (T,P ,N )和 (T̂ , P̂ , N̂ )仿射等价,如果存在可逆的仿

射变换 FT ,使得

T = FT (T̂ ),

N = FT (N̂ ),

P = {φ : φ = φ̂ ◦ F−1
T , φ̂ ∈ P̂}.
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一族有限元称为仿射等价有限元族,如果它所有的有限元都仿射等价于

某个单一的有限元.该单一的有限元称为参考有限元,也称标准有限元.

假设 Ω 是 Rd 中具有 Lipschitz连续边界的有界区域. 将区域 Ω 剖分为

有限个子区域,称之为单元, 记作 T . 单元 T 的大小记作 hT = diamT , 单元

T 的面积记作 |T |. 由所有单元 T 构成的集合记作 Th, Th 的网格大小记作

h = maxT∈Th
hT .记 ρT = sup{diamS :球 S ⊂ T}.

定定定义义义1.3.4. (有限元剖分)称 Th是区域 Ω的有限元剖分,如果满足:

(1) Ω =
⋃

T∈Th
T ;

(2)单元 T 的边界 Lipschitz连续;

(3)单元 T 是内部非空且连通的闭集;

(4)对任意两个不同的单元 T1, T2 ∈ Th,

T1 ∩ T2 =





空集,

一条公共边,

一个公共顶点.

定定定义义义1.3.5. (正则剖分)称剖分 Th为正则剖分,如果存在常数 C,使得

hT

ρT
≤ C, ∀T ∈ Th, h > 0, h → 0.

以下给出在一般单元 T ∈ Th上的插值误差估计.

定定定理理理1.3.1.假设 (T̂ , P̂ , N̂ )是参考有限元,且





W k+1,p(T̂ ) ↪→ Cs(T̂ ),

W k+1,p(T̂ ) ↪→ Wm,q(T̂ ),

Pk(T̂ ) ⊂ P̂ ⊂ Wm,q(T̂ ),

其中 s是 N̂ 中导数最高阶.又设 {(T,P ,N )}T∈Th
是仿射等价有限元族,则

|v − ΠT v|m,q,T ≤ C|T | 1q− 1
p
hk+1

T

ρm
T

|v|k+1,p,T , ∀v ∈ W k+1,p(T ),
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其中 ΠT v表示 v在 T 上的 P 插值, C 是只与 T̂ , P̂, N̂ 有关的常数.

定定定理理理1.3.2. (逆不等式)假设 Th 是区域 Ω ⊂ Rd 的正则剖分, P (T )是定义在单

元 T ∈ Th上的多项式空间,则存在与 p和 T 无关的正常数 C,使得

|p|1,T ≤ Ch−1
T ‖p‖0,T , ∀p ∈ P (T ), T ∈ Th, (1.3.1)

‖p‖0,∞,T ≤ Ch
− d

2

T ‖p‖0,T , ∀p ∈ P (T ), T ∈ Th. (1.3.2)

定定定义义义1.3.6. (拟一致条件)如果存在常数 C > 0,使得

h

hT
≤ C, ∀T ∈ Th, h → 0, (1.3.3)

称条件 (1.3.3)为拟一致条件.

引引引理理理1.3.1. 如果剖分 Th 满足正则性条件和拟一致条件, 有限元族

{(T,PT ,NT )}T∈Th
仿射等价于一个参考元 (T̂ , P̂T̂ , N̂T̂ ),且 l ≤ m,

P̂ ⊂ W l,r(T̂ ) ∩Wm,q(T̂ ), 1 ≤ r, q ≤ ∞,

则存在常数 C = C(σ, ν; l, r; m, q),使得对任意的 vh ∈ Xh,

( ∑

T

|vh|qm,q,T

) 1
q ≤ C

(hn)max{0, 1
r
− 1

q
}hm−l

( ∑

T

|vh|rl,r,T
) 1

r
, (1.3.4)

其中分片多项式空间 Xh定义为

Xh = {vh : vh|T ∈ PT ←→ P̂ ⊂ W l,r(T̂ ) ∩Wm,q(T̂ )}.

定定定理理理1.3.3. (Lax-Milgram定理)假设 V 是 Hilbert空间,记范数为 ‖ · ‖V , a(·, ·)是
定义在 V × V 上的双线性泛函,如果满足:

(1)有界性: 存在连续常数M > 0,使得对任意的 v, w ∈ V ,

|a(v, w)| ≤ M‖v‖V ‖w‖V .
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(2)强制性: 存在强制常数 α > 0,使得对任意的 v ∈ V ,

|a(v, v)| ≥ α‖v‖2
V .

则对任意的 f ∈ V ′,存在唯一的 u ∈ V ,使得对任意的 v ∈ V ,成立

a(u, v) = f(v). (1.3.5)

如果有限元空间 Vh是 Hilbert空间 V 的子空间,则称相应的有限元空间为

协调有限元空间.否则,称为非协调有限元空间.

对于协调元空间,求解变分问题 (1.3.5)的 Ritz-Galerkin方法是:

求 uh ∈ Vh,使得

a(uh, vh) = f(vh), ∀vh ∈ Vh. (1.3.6)

下面给出有限元离散问题 (1.3.6)解的误差估计.

引引引理理理1.3.2. (Céa引理)假设 a(·, ·)是定义在 V × V 上有界、强制的双线性型, u

和 uh 分别为原问题 (1.3.5)和 Ritz-Galerkin离散问题 (1.3.6)的解,则存在常数

C > 0,使得

‖u− uh‖V ≤ C inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V .

对于非协调元空间,假设存在更大的Hilbert空间H,使得 V ⊂ H, Vh ⊂ H.

取H = V ⊕ Vh.双线性型 a(·, ·)延拓到H ×H,记为 ah(·, ·); f ∈ V ′延拓到H ′,

记为 fh;且满足

ah(u, v) = a(u, v), ∀u, v ∈ V,

fh(v) = f(v), ∀u, v ∈ V.

对于非协调元空间,求解变分问题 (1.3.5)的 Ritz-Galerkin方法是:

求 uh ∈ Vh,使得

ah(uh, vh) = fh(vh), ∀vh ∈ Vh. (1.3.7)

– 17 –
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我们有如下收敛性结论.

引引引理理理1.3.3. (Strang引理)设 ah(·, ·)是定义在 H × H 上有界,强制的双线性型,

fh ∈ H ′,则 Ritz-Galerkin离散问题 (1.3.7)存在唯一解,且成立如下估计式:

‖u− uh‖H ≤
(
1 +

M

α

)
inf

vh∈Vh

‖u− vh‖H +
1

α
sup

vh∈Vh\{0}

|ah(u, vh)− fh(vh)|
‖vh‖H

.

以下我们介绍 Babuska在 1972年提出的一个引理.

定定定理理理1.3.4.设 V 是实 Hilbert空间, a(u, v)是定义在 V × V 上的连续双线性泛

函.又设

(1)

|a(u, v)| ≤ M‖u‖V ‖v‖V , ∀u, v ∈ V,

(2)

sup
v∈V

a(u, v)

‖v‖V
≥ β‖u‖V , ∀u ∈ V, (1.3.8)

(3)

sup
u∈V

|a(u, v)| > 0, ∀v 6= 0, (1.3.9)

其中M , β 为有限常数.又设 f ∈ V ′,则存在唯一的 u∗ ∈ V ,使得

a(u∗, v) = f(v), ∀v ∈ V, (1.3.10)

且

‖u∗‖V ≤ 1

β
‖f‖V ′ .

考虑 (1.3.10)的 Ritz-Galerkin逼近:假设有限维空间 Vh ⊂ V ,给定 f ∈ V ′,

求 uh ∈ Vh,使得

a(uh, v) = f(v), ∀v ∈ Vh. (1.3.11)

(1.3.11)即为 (1.3.10)的 Ritz-Galerkin逼近.
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定定定理理理1.3.5.假设双线性型 a : V × V → R满足定理 1.3.4的条件.取有限维空间

Vh ⊂ V ,使得 (1.3.8), (1.3.9)成立,则

‖u∗ − uh‖V ≤
(
1 +

M

β

)
inf

wh∈Vh

‖u∗ − wh‖V .

注注注1.3.1.如果子空间 Vh 和双线性型 a(·, ·) 满足 (1.3.8), 通常也称 a(·, ·) 满足
inf-sup条件或 LBB 条件.

以下介绍混合有限元方法中著名的 Brezzi理论.假设 U , V 为实 Hilbert空

间.假设 a(·, ·)是定义在 U × U 上的双线性泛函,且存在常数M1 > 0,使得

|a(u1, u2)| ≤ M1‖u1‖U‖u2‖U ;

b(u, v)是定义在 U × V 上的双线性泛函,且存在常数M2 > 0,使得

|b(u, v)| ≤ M2‖u‖U‖v‖V ;

设 f ∈ U ′, g ∈ V ′.考虑下列问题:求 u ∈ U , v ∈ V ,使得

a(u,w) + b(w, v) =f(w), ∀w ∈ U,

b(u, z) =g(z), ∀z ∈ V.

(1.3.12)

又设 Uh, Vh 分别为 U 和 V 的有限维子空间. 考虑 (1.3.12) 的近似解, 即求

uh ∈ Uh, vh ∈ Vh,使得

a(uh, w) + b(w, vh) =f(w), ∀w ∈ Uh,

b(uh, z) =g(z), ∀z ∈ Vh.

(1.3.13)

定定定理理理1.3.6. (Brezzi定理)假设

(1)存在常数 α > 0,使得

a(u, u) ≥ α‖u‖2
U , ∀u ∈ U0.

– 19 –



第 1章 预备知识

(2)存在常数 β > 0,使得

sup
u∈U

b(u, v)

‖u‖U
≥ β‖v‖V , ∀v ∈ V.

则问题 (1.3.12)存在唯一解 u, v,且满足

‖u‖U + ‖v‖V ≤ C(‖f‖U ′ + ‖g‖V ′),

其中

U0 = {u ∈ U : b(u, v) = 0, ∀v ∈ V },

且 C 为只依赖于 α, β 和M1的常数.

定定定理理理1.3.7.假设

(1)存在常数 α̃ > 0,使得

a(u, u) ≥ α̃‖u‖2
Uh

, ∀u ∈ Uh0,

(2)存在常数 β̃ > 0,使得

sup
uh∈Uh

b(uh, vh)

‖uh‖Uh

≥ β̃‖vh‖Vh
, ∀vh ∈ Vh,

则问题 (1.3.13)存在唯一解,且存在只依赖于 α̃, β̃ 与M1, M2的常数 C,使得

‖u− uh‖U + ‖v − vh‖V ≤ C{ inf
w∈Uh

‖u− w‖U + inf
z∈Vh

‖v − z‖V },

其中,

Uh0 = {uh ∈ Uh : b(uh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh}.

定理 1.3.7中的条件 (2)称为离散的 LBB 条件.

在混合有限元方法中,构造有限元空间的关键是使之满足离散的 LBB 条

件,对任意给定的空间组合 Uh × Vh,对其验证相应的 LBB 条件一般来讲不太
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容易. Fortin在 1977年提出另外一个相对简单而又实用的判别准则,称之为

Fortin准则.

定定定理理理1.3.8. (Fortin准则)假设双线性形式 b : U × V → R满足 inf-sup条件,如果

对混合有限元空间 Uh, Vh存在一个有界线性算子 πh : U → Uh使得

(1) b(u− πhu, v) = 0, ∀v ∈ Vh,

(2) ‖πhv‖U ≤ C‖v‖U , ∀v ∈ U ,

其中常数 C 与 h无关,则有限元空间 Uh, Vh满足离散 LBB 条件.

我们给出 L2投影的定义及其性质.

定定定义义义1.3.7. (L2投影)称 Qh是 L2(Ω)到有限元空间 Vh的 L2投影,如果满足

(Qhv, w) = (v, w), ∀w ∈ Vh.

对 L2投影算子 Qh,我们有以下估计.

定定定理理理1.3.9.对任意的 v ∈ H1
0 (Ω),存在常数 C,使得

‖v −Qhv‖ ≤ Ch|v|1,

|Qhv|1 ≤ C|v|1.

证明 设算子 π̂h : H1
0 (Ω) → Vh 是 Clément插值算子, 则对任意的 v ∈

H1
0 (Ω),

‖v − π̂hv‖+ h|π̂hv|1 ≤ Ch|v|1. (1.3.14)

由 L2投影的性质及 (1.3.14),

‖v −Qhv‖ ≤ ‖v − π̂hv‖ ≤ Ch|v|1.

由三角不等式,逆不等式 (1.3.1), (1.3.14),

|Qhv|1 ≤ |Qhv − π̂hv|1 + |π̂hv|1
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≤ Ch−1‖Qhv − π̂hv‖+ C|v|1

≤ Ch−1(‖v −Qhv‖+ ‖v − π̂hv‖) + C|v|1

≤ C|v|1.

定理得证. ¤

1.4 形形形状状状正正正则则则剖剖剖分分分上上上有有有限限限元元元空空空间间间的的的性性性质质质

本节给出任意多边形或多面体有限元正则剖分上有限元空间的性质,具

体内容可参考文献 [34, 52].

定定定义义义1.4.1.称有限元剖分 Th为正则剖分,如果满足 (见图1-2):

A1.存在正常数 %v, %e,对单元 T ∈ Th的边或面 e,成立

%vh
d
T ≤ |T |, %eh

d−1
e ≤ |e|.

.

A2.存在正常数 κ,对单元 T ∈ Th的边或面 e,成立

κhT ≤ he.

A3. 边为直线或面为平面. 对任意的 T ∈ Th,存在 T 中棱锥体 P (e, T, Ae),

使得棱锥体以 e ⊂ ∂T 为底, Ae ∈ T 为顶点,高为 σehT ,比例常数 σe ≥ σ∗ > 0,

且对任意 xe ∈ e,向量 xeAe和 e的外法向形成的夹角为锐角.

A4. 对任意的 T ∈ Th,存在形状正则的外接单纯形 S(T ),其直径 hS(T ) 与

hT 成正比,即 hS(T ) ≤ γ∗hT ,其中 γ∗ 是与单元 T 无关的常数. 且每个外接单纯

形 S(T )与 Th中有限个单元相交.

引引引理理理1.4.1. (迹不等式)假设 Th是区域 Ω的二维多边形或三维多面体有限元剖

分,且剖分 Th满足定义 1.4.1中正则性假设 (A1)-(A3).令 p > 1. 对任意的单元
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A

B

C
D

E

F

Ae

n

xe

图 1-2形状正则的多边形元 ABCDEFA.

T ∈ Th,以及任意的边或面 e ⊂ ∂T ,存在常数 C,使得对任意的 θ ∈ W 1,p(T ),成

立

‖θ‖p
Lp(e) ≤ Ch−1

T

(
‖θ‖p

Lp(T ) + hp
T‖∇θ‖p

Lp(T )

)
. (1.4.1)

证明我们对 e为平面, θ ∈ C1(T )的情况给出证明. 假设平面 e的参数方

程为

xe = φ(ξ, η) = (φ1(ξ, η), φ2(ξ, η), φ3(ξ, η)), (1.4.2)

其中 (ξ, η) ∈ D ⊂ R2.

由假设 (A3), 存在单元 T 中以 Ae = x∗ = (x∗1, x
∗
2, x

∗
3) 为顶点的棱锥体

P (e, T, Ae),其参数方程为

x(t, ξ, η) = (1− t)φ(ξ, η) + tx∗,

其中 (t, ξ, η) ∈ [0, 1]×D. 对任意给定的 xe ∈ e,连接 xe 和顶点 x∗ 的线段表示

为

x(t) = xe + t(x∗ − xe).

由微积分基本定理,

|θ|p(xe)− |θ|p(x(t)) = −
∫ t

0

∂τ (|θ|p(xe + τω))dτ,
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这里, ω = x∗ − xe.上式可化简为

|θ|p(xe)− |θ|p(x(t)) = −p

∫ t

0

|θ|p−1sgn(θ)(∇θ · ω)dτ.

取 q = p
p−1 .由 Cauchy-Schwarz不等式,对任意的 t ∈ [0, 1

2 ],

|θ|p(xe) ≤ |θ|p(x(t)) + p
( ∫ 1

2

0

|θ|p|ω|dτ
) 1

q
( ∫ 1

2

0

|∇θ|p|ω|dτ
) 1

p
.

对任意的非负实数 a, b, ε,由 Young’s不等式 ab ≤ εap + ε−
q
p bq,

|θ|p(xe) ≤ |θ|p(x(t)) + pε−
q
p

∫ 1
2

0

|θ|p|ω|dτ + pε

∫ 1
2

0

|∇θ|p|ω|dτ.

对上式在平面 e上积分,由参数方程 (1.4.2),

∫

D

|θ|p(xe)|φξ × φη|dξdη ≤
∫

D

|θ|p(x(t))|φξ × φη|dξdη (1.4.3)

+ pε−
q
p

∫ 1
2

0

∫

D

|θ|p |ω| |φξ × φη|dξdηdτ (1.4.4)

+ pε

∫ 1
2

0

∫

D

|∇θ|p |ω| |φξ × φη|dξdηdτ. (1.4.5)

考虑在旁面三角台

P 1
2

=
{

x(τ, ξ, η) : (τ, ξ, η) ∈ [0,
1

2
]×D

}

的积分 ∫

P 1
2

f(x)dx =

∫ 1
2

0

∫

D

f(x(τ, ξ, η))J(τ, ξ, η)dξdηdτ,

其中 J(τ, ξ, η) = (1−τ)2|(φξ×φη) ·ω|为坐标变换的雅可比行列式.向量 φξ×φη

与面 e正交,且 ω = x∗ − xe 为从基点 xe 到顶点 x∗ 的向量. 棱柱 P (e, T, Ae)的
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角假设 (A3)表明雅可比行列式满足

J(τ, ξ, η) ≥ µ0

4
|φξ × φη| |ω|, τ ∈ [0,

1

2
], (1.4.6)

其中 µ0 ∈ (0, 1)固定. 注意到 (1.4.4)的左端是 |θ|p 在面 e的面积分. 将 (1.4.6)

代入 (1.4.4)和 (1.4.5),

∫

e

|θ|pde ≤
∫

D

|θ|p(x(t))|φξ × φη|dξdη

+ 4pµ−1
0 ε−

q
p

∫

P 1
2

|θ|pdx + 4pµ−1
0 ε

∫

P 1
2

|∇θ|pdx.

将上式对 t在 [0, 1
2 ]积分,

1

2

∫

e

|θ|pde ≤
∫ 1

2

0

∫

D

|θ|p(x(t))|φξ × φη|dξdηdt

+ 2pµ−1
0 ε−

q
p

∫

P 1
2

|θ|pdx + 2pµ−1
0 ε

∫

P 1
2

|∇θ|pdx.

(1.4.7)

将 (1.4.6)代入 (1.4.7)的右端,

1

2

∫

e

|θ|pde ≤4µ−1
0 |ω|−1

∫ 1
2

0

∫

D

|θ|p(x(t))J(t, ξ, η)dξdηdt

+ 2pµ−1
0 ε−

q
p

∫

P 1
2

|θ|pdx + 2pµ−1
0 ε

∫

P 1
2

|∇θ|pdx.

(1.4.8)

(1.4.8)右端的第一个积分是 |θ|p在旁面三角台 P 1
2
的积分.由假设 (A3),

|ω|−1 ≤ α∗h−1
T , (1.4.9)
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其中 α∗ > 0.取 ε = hp−1
T ,则 ε−

q
p = h−1

T .因此,由 (1.4.8), (1.4.9),

∫

e

|θ|pde ≤ Ch−1
T

( ∫

P 1
2

|θ|pdx + hp
T

∫

P 1
2

|∇θ|pdx
)
.

引理得证. ¤

特别地,当 p = 2时,迹不等式 (1.4.1)即为

‖θ‖2
e ≤ Ch−1

T

(
‖θ‖2

T + h2
T‖∇θ‖2

T

)
. (1.4.10)

接下来,建立由多项式函数在子区域上的 Lp 范数估计多项式函数的 Lp

范数的估计.为此,我们对W 1,p中的函数推导一个类似的结论.

引引引理理理1.4.2.假设凸区域 K ⊂ Rd, v ∈ W 1,p(K), p ≥ 1.那么,

‖v‖p
Lp(K) ≤

2|K|
|S| ‖v‖

p
Lp(S) +

(2pwdδ
d+1

|S|
)p
‖∇v‖p

Lp(K), (1.4.11)

其中, δ为 K 的直径, S 为 K 的任意可测子集, wd = 2π
d
2

dΓ(d/2) 为 Rd中单位球的

体积.

证明由于 C1(K)在W 1,p(K)中稠密,故只需对 v ∈ C1(K)证明 (1.4.11)即

可.对任意的 x, y ∈ K,

|v|p(x) = |v|p(y)−
∫ |x−y|

0

∂r(|v|p(x + rω))dr,

这里, w = y−x
|y−x| .由链式法则以及 Cauchy-Schwarz不等式,

|v|p(x) =|v|p(y)− p

∫ |x−y|

0

|v|p−1sgn(v)∂rv(x + rw)dr

≤|v|p(y) + pε−
q
p

∫ |x−y|

0

|v|pdr + pε

∫ |x−y|

0

|∂rv|pdr,

(1.4.12)
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其中 ε > 0为任意常数.取

V (x) =

{
|v|p(x), x ∈ K,

0, x /∈ K,

W (x) =

{
|∂rv|p(x), x ∈ K,

0, x /∈ K.

(1.4.12)可以化简为

|v|p(x) ≤ |v|p(y) + pε−
q
p

∫ ∞

0

V (x + rw)dr + pε

∫ ∞

0

W (x + rw)dr.

将上述不等式对 y在 S中积分,

|S||v|p(x) ≤
∫

S

|v|pdS

+ p

∫

|x−y|≤δ

(
ε−

q
p

∫ ∞

0

V (x + rw)dr + ε

∫ ∞

0

W (x + rw)dr
)
dy.

(1.4.13)

不难看出,

∫

|x−y|≤δ

∫ ∞

0

V (x + rw)drdy =

∫ ∞

0

∫

|w|=1

∫ δ

0

V (x + rw)ρd−1dρdwdr

=
δd

d

∫ ∞

0

∫

|w|=1

V (x + rw)dwdr

=
δd

d

∫

K

|x− y|1−d|v|p(y)dy.

(1.4.14)

类似地,

∫

|x−y|≤δ

∫ ∞

0

W (x + rw)drdy =
δd

d

∫

K

|x− y|1−d|∂rv(y)|pdy. (1.4.15)
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将 (1.4.14), (1.4.15)代入 (1.4.13),

|S||v|p(x)

≤
∫

S

|v|pdS +
pδd

d

(
ε−

q
p

∫

K

|x− y|1−d|v|p(y)dy + ε

∫

K

|x− y|1−d|∇v(y)|pdy
)
.

注意到下式成立: ∫

K

|x− y|1−ddx ≤ δSd−1,

其中 Sd−1是 Rd中单位球的表面积. Rd中单位球的体积 wd与 Sd−1的关系为

wd =
Sd−1

d
.

将上式两端对 x在 K 积分,

|S|
∫

K

|v|pdK ≤ |K|
∫

S

|v|pdS + pwdδ
d+1

(
ε
−q
p

∫

K

|v|pdK + ε

∫

K

|∇v|pdK
)
,

取 ε =
(

2pwdδd+1

|S|
)p−1

, (1.4.11)得证. ¤

考虑引理 1.4.2中凸区域 K 为形状正则的 d-单纯形的情况. 记 hK 为 K

的直径.由形状正则性假设知,

1. K 的测度与 hd
K 成正比,

2.存在一个直径与 hK 成正比的内切球 BK ⊂ K.

令 S 为 K 内部的一个球,其半径 rS ≥ ς∗hK .那么,存在常数 κ∗,使得

|K| ≤ κ∗|S|. (1.4.16)

由 (1.4.16), τ∗|S| ≥ hd
K , δ = hK , (1.4.11)化简为

‖v‖p
Lp(K) ≤ 2κ∗‖v‖p

Lp(S) + (2pτ∗hKwd)
p‖∇v‖p

Lp(K). (1.4.17)
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为记号的简便,将 (1.4.17)写为

‖v‖p
K,p ≤ a0‖v‖p

S,p + a1h
p
K‖∇v‖p

K,p. (1.4.18)

如果 v无穷次光滑,反复使用 (1.4.18),

‖v‖p
K,p ≤

n∑

j=0

ajh
jp
K‖∇jv‖p

S,p + an+1h
pn+p
K ‖∇n+1v‖p

K,p. (1.4.19)

特别地,如果 v是 n次多项式,

‖v‖p
K,p ≤

n∑

j=0

ajh
jp
K‖∇jv‖p

S,p. (1.4.20)

由逆不等式 (1.3.1),

‖∇jv‖S,p ≤ Ch−j
K ‖v‖S,p.

将上式代入 (1.4.20),

‖v‖p
K,p ≤ C‖v‖p

S,p. (1.4.21)

引理得证. ¤

引引引理理理1.4.3. (区域逆不等式)假设直径 hK 的形状正则的 d-单纯形 K ⊂ Rd, S

为 K 中的一个球,其直径 rS 与 hK 成正比,即 rS ≥ ς∗hK ,其中 ς∗ > 0固定. 那

么,对任意次数不超过 n的多项式 v,存在与 ς∗和 n有关的常数 C,使得

‖v‖Lp(K) ≤ C‖v‖Lp(S). (1.4.22)

标准的逆不等式对满足定义 1.4.1中假设 (A1)-(A4)的有限元剖分上的分

片多项式也是成立的.

引引引理理理1.4.4. (逆不等式)假设 Th 是区域 Ω的二维多边形或三维多面体剖分,且

满足定义 1.4.1中正则性假设 (A1)-(A4), p ≥ 1. 那么,对任意的 n次分片多项
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式 ϕ,存在与 n有关的常数 C,使得

‖∇ϕ‖T,p ≤ Ch−1
T ‖ϕ‖T,p, ∀T ∈ Th. (1.4.23)

证明对任意的 T ∈ Th,令 S(T )为形状正则的外接单纯形. 由标准的逆不

等式 (1.3.1),

‖∇ϕ‖T,p ≤ ‖∇ϕ‖S(T ),p ≤ Ch−1
T ‖ϕ‖S(T ),p.

由估计 (1.4.22),取 K = S(T ),其中 S 为 T 内部直径与 hT 成比例的球,

‖∇ϕ‖T,p ≤ Ch−1
T ‖ϕ‖S,p ≤ Ch−1

T ‖ϕ‖T,p.

引理得证. ¤

如果 ξ 是 T 上的一个多项式,由逆不等式 (1.4.23)知,迹不等式 (1.4.10)即

为

‖ξ‖2
e ≤ Ch−1

T ‖ξ‖2
T . (1.4.24)

引引引理理理1.4.5.假设 Th 为区域 Ω的二维多边形或三维多面体有限元剖分,且满足

定义 1.4.1中正则性假设 (A1)-(A4), p ≥ r ≥ 1. 那么,对任意 n次分片多项式

ϕ,存在与 n有关的常数 C,使得

‖ϕ‖Lp(Ω) ≤ Ch
d
p
− d

r ‖ϕ‖Lr(Ω). (1.4.25)

证明对任意的 T ∈ Th,令 S(T )为形状正则的外接单纯形. 由标准的逆不

等式 (1.3.1),

‖ϕ‖T,p ≤ ‖ϕ‖S(T ),p ≤ Ch
d
p
− d

r

T ‖ϕ‖S(T ),r.

由估计 (1.4.22),取 K = S(T ),其中 S 为 T 内部的直径与 hT 成比例的球,

‖ϕ‖T,p ≤ Ch
d
p
− d

r

T ‖ϕ‖S,r ≤ Ch
d
p
− d

r

T ‖ϕ‖T,r. (1.4.26)
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由 (1.4.26),

‖ϕ‖p
Lp(Ω) =

∑

T∈Th

‖ϕ‖p
T,p ≤ Chd− pd

r

∑

T∈Th

‖ϕ‖p
T,r.

由 r
p ≤ 1,以及上述不等式,

‖ϕ‖r
Lp(Ω) ≤ Ch

rd
p
−d

( ∑

T∈Th

‖ϕ‖p
T,r

) r
p ≤ Ch

rd
p
−d

∑

T∈Th

‖ϕ‖r
T,r,

引理得证. ¤

引引引理理理1.4.6.假设 Th是区域 Ω上满足定义 1.4.1中正则性假设 (A1)-(A4)的正则

剖分.对任意的 T ∈ Th,记 Qk 为 L2(T )到 Pk(T )的 L2投影.存在常数 C,使得

∑

T∈Th

‖q −Qkq‖2
T ≤Ch2(s+1)‖q‖2

s+1, 0 ≤ s ≤ k, (1.4.27)

∑

T∈Th

‖∇(q −Qkq)‖2
T ≤Ch2s‖q‖2

s+1, 0 ≤ s ≤ k. (1.4.28)

证明令 S(T )为 T 的外接单纯形,将 q 光滑延拓到 S(T ). 令 Q̃kq 为 q 到

S(T )的投影,

‖q −Qkq‖T ≤ ‖q − Q̃kq‖T ≤ ‖q − Q̃kq‖S(T ) ≤ Chs+1
T ‖q‖s+1,S(T ),

由上述估计, ∑

T∈Th

‖q −Qkq‖2
T ≤ Ch2(s+1)

∑

T∈Th

‖q‖2
s+1,S(T ). (1.4.29)

由正则性假设 (A4)知: 外接单纯形集合 {S(T ) : T ∈ Th}重叠数固定且比较小,

∑

T∈Th

‖q‖2
s+1,S(T ) ≤ C‖q‖2

s+1.

将上述不等式代入 (1.4.29), (1.4.27)得证.
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下证 (1.4.28),由三角不等式,逆不等式 (1.4.23),

‖∇(q −Qkq)‖T ≤‖∇(q − Q̃kq)‖S(T ) + ‖∇(Q̃kq −Qkq)‖S(T )

≤Chs
T‖q‖s+1,S(T ) + Ch−1

T ‖Q̃kq −Qkq‖S(T ).

(1.4.30)

由正则性假设 (A3)知,存在直径与 hT 成正比的球 B ⊂ T .由引理 1.4.3,

‖Q̃kq −Qkq‖S(T ) ≤ ‖Q̃kq −Qkq‖B

≤ ‖Q̃kq −Qkq‖T

≤ ‖q − Q̃kq‖T + ‖q −Qkq‖T

≤ Chs+1
T ‖q‖s+1,S(T ).

将上述估计代入 (1.4.30),

‖∇(q −Qkq)‖T ≤ Chs
T‖q‖s+1,S(T ).

对 T ∈ Th求和, (1.4.28)得证.引理得证. ¤
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第第第 2章章章 重重重调调调和和和方方方程程程的的的弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法

本章提出了求解重调和方程一种新的高效的数值算法-弱 Galerkin (WG)

有限元方法,特别引入了定义在多边形或多面体有限元剖分上的间断函数的

弱 Hessian和离散弱 Hessian. WG有限元方法的矩阵具有对称正定性,且不依

赖任何参数的选取. 本章建立了 H2 等价范数意义下, WG有限元方法的最优

阶误差估计;以及在 L2范数意义下, WG有限元方法的最优阶误差估计 (最低

阶元,即分片二次元,除外).

2.1 重重重调调调和和和方方方程程程简简简介介介

重调和方程起源于弹性薄板理论.本节的详细内容可参考文献 [58, 59]. 所

谓弹性薄板指的是其厚度远小于其他两尺寸的弹性体.假定板厚度为常数,板

的材料各向同性. 称平分板厚度的平面为中间面. 由于横向弯曲变形中间面形

成的曲面称为板的弹性曲面.

假定板上的荷重与体积力作用在板的中间面. 荷重分解为两种分量: (1)

引起板的平面应力状态的作用在中间面内的分量; (2)引起板的横向弯曲的垂

直于中间面的分量.　　

目前为止,研究者们很难计算满足所有弹性理论微分方程的板的精确解,

他们只是对极个别最简单的情况给出了精确解的公式. 因此,建立计算板的近

似理论,使我们对实际中的问题获得足够精确的解答,是亟待解决的问题.板

的古典计算理论基于 Love-Kirchhoff假设:

(1)板材料线性弹性且遵循胡克定律.

(2)板材料齐次且各向同性,其弹性形变由 Young’s模数 E 和 Poisson比 ν

描述.

(3)板厚度远小于其长度和宽度.垂直于中间面的正应力,与横截面内的应

力相比可以忽略不计.

(4)变形前位于与板的中间面相垂直的任意直线上所有的点,在板变形后
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仍位于与板的弹性曲面正交的直线上 (平面法线假设).

(5)板的挠度 w远小于板的厚度.变形后板的曲率由挠度 w的二阶导数近

似.

(6)板的中间面无应力,也即作用在板上的薄膜应力可以忽略不计.

(7)作用在板的平面内的荷重所引起的应力,沿板的厚度均匀分布.

在上述 Love-Kirchhoff假设下,弹性方程组可以简化为一个描述板弯问题

的微分方程.

由假设 4,中间面的挠度 w(x, y, 0)和位移 u(x, y, z), v(x, y, z)之间的简单

关系为

u = −z
∂w

∂x
,

v = −z
∂w

∂y
.

由应变分量的定义,

εxx = −z
∂2w

∂x2
,

εyy = −z
∂2w

∂y2
,

γxy = −2z
∂2w

∂x∂y
.

也即应变分量随板的厚度线性变化,在中间面取 0.由胡克定律,

εxx =
1

E
(σxx − νσyy),

εyy =
1

E
(σyy − νσxx),
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γxy =
2(1 + ν)

E
σxy,

我们得到应力分量

σxx =
E

1− ν2
(εxx + νεyy) = − Ez

1− ν2

(∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)
,

σyy =
E

1− ν2
(εyy + νεxx) = − Ez

1− ν2

(∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

)
,

σxy =
E

2(1 + ν)
εxy = − Ez

1 + ν

∂2w

∂x∂y
.

(2.1.1)

和应变分量一样,应力分量随板厚度线性变化. 如果已知板的挠度,可以计算

出大部分相关的应力和应变分量. 需要特别指出的是目前为止我们还不能计

算出该点的垂直剪应力,垂直剪应力的重要性在于能够确保板的垂直平衡.

为简化分析,我们用相应的合力代替应力.特别地,定义

mxx =

∫ h/2

−h/2

σxxzdz, myy =

∫ h/2

−h/2

σyyzdz,

mxy =

∫ h/2

−h/2

σxyzdz, myx =

∫ h/2

−h/2

σyxzdz,

qx =

∫ h/2

−h/2

σxzdz, qy =

∫ h/2

−h/2

σyzdz.

由定义知, mxx, myy 表示横截面内每单位长度的弯矩; mxy, myx 表示横截面

内每单位长度的扭矩; qx, qy 表示横截面内每单位长度的横向力.

由 (2.1.1),

mxx = − E

1− ν2

(∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

) ∫ h/2

−h/2

z2dz = − EI

1− ν2

(∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)
,
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其中 I 表示板每单位长度的惯性矩.为方便起见,定义板的弯曲刚度

K =
EI

1− ν2
=

Eh3

12(1− ν2)
.

从而,

mxx = −K
(∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)
,

myy = −K
(∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

)
,

mxy = myx = −(1− ν)K
∂2w

∂x∂y
.

由于垂直剪应力没有表示为板挠度的函数,故还不能计算出横向力. 考虑

无穷小板线段 hdxdy的旋转平衡. y轴附近旋转平衡条件为

∂mxx

∂x
dxdy +

∂mxy

∂y
dxdy − qxdydx +

1

2
pdxdydx = 0,

或

qx =
∂mxx

∂x
+

∂mxy

∂y
.

这里 p表示作用在板上的力的密度函数.同理, x轴附近旋转平衡条件为

qy =
∂myy

∂y
+

∂mxy

∂x
.

将弯矩和扭矩代入上式,在板的弯曲刚度为常数的条件下,

qx = −K
[∂3w

∂x3
+ ν

∂3w

∂x∂y2
+

∂3w

∂x∂y2
− ν

∂3w

∂x∂y2

]

= −K
∂

∂x

[∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

]

= −K
∂∆w

∂x
.
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类似可得,

qy = −K
∂∆w

∂y
.

到目前为止, 我们还没有要求垂直平衡. 我们继续考虑无穷小板线段

hdxdy,

qxdy −
(
qx +

∂qx

∂x
dx

)
dy + qydx−

(
qy +

∂qy

∂y
dy

)
dx− pdxdy = 0,

化简得,
∂qx

∂x
+

∂qy

∂y
= −p.

最后,将横向力表示为板挠度的函数,得到重调和方程

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
w =

p

K
.

求解上述重调和方程得到板挠度.一旦已知板挠度,我们可以计算弯矩、扭矩

和应力. 为求解此重调和方程,我们还需要已知边界条件.接下来,我们来推导

适当的边界条件.

考虑板边界上的一个点 x = a. 在此点,计算三个量 mxx, mxy 和 qx. 这些

量必须和弯矩、扭矩以及横向力平衡. 但是,我们遇到了一个问题:微分方程

是含两个变量的四阶方程,即有 8个积分常数,或者说板的每条边含 2个积

分常数. 换句话说,我们仅满足 2个条件.出现此问题的原因在于理论推导时

忽略了由垂直剪应力引起的形变. Kirchhoff提出 Ersatz横向力来解决此问题.

Ersatz力等价于板边的扭矩.接下来推导 Ersatz力的表达式.

考虑在板边 x = a上相距 dy的 3个点.在这 3个点,扭矩分别为

(
mxy − ∂mxy

∂y
dy

)
dy, mxydy,

(
mxy +

∂mxy

∂y
dy

)
dy.

即在这三个点,

mxy − ∂mxy

∂y
dy, mxy, mxy +

∂mxy

∂y
dy.
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力 mxy 互相消去后,得到力∂mxy

∂y dy. 如果此力沿着板边均匀分布,则可得由扭

矩引起的分布横向力,称之为 Ersatz力.将 Ersatz力代替分布的扭矩,

qx = qx +
∂mxy

∂y

= −K
∂

∂x

[∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

]
− (1− ν)K

∂3w

∂x∂y2

= −K
∂

∂x

[∂2w

∂x2
+ (2− ν)

∂2w

∂y2

]
,

qy = qy +
∂mxy

∂x

= −K
∂

∂y

[∂2w

∂y2
+ (2− ν)

∂2w

∂x2

]
.

考虑到由扭矩产生的 Ersatz力,如果外横向力和扭矩作用于板边,那么需要将

其简化为一个等价的分布横向力.

我们给出常用的板边条件.

1.边 x = a为自由边且无支撑.

mxx = 0 或
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2
= 0,

qx = 0 或
∂

∂x

[∂2w

∂x2
+ (2− ν)

∂2w

∂y2

]
= 0.

2.边 x = a为自由边且简单支撑.

w = 0,

mxx = 0 或
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2
= 0.

3.边 x = a为铰接边.

w = 0,
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∂w

∂x
= 0.

沿边 x = a,
∂

∂y

(∂w

∂x

)
=

∂2w

∂x∂y
= 0,

即沿边 x = a没有扭矩,故横向力等于反应力 (没有 Ersatz力). 当薄板的边界

是曲边时,相应的铰接边边界条件即为

w = 0,
∂w

∂n
= 0.

此边界条件正是本文所探讨的问题之一.

2.2 常常常用用用数数数值值值方方方法法法

假设 Ω ⊂ Rd (d = 2, 3)是具有 Lipschitz连续边界 ∂Ω的开有界区域.函数

f , g, gn为区域 Ω或边界 ∂Ω上给定的函数.考虑 Dirichlet和 Neumann边界条

件的重调和方程: 求 u = u(x),满足

∆2u = f, 在 Ω,

u = g, 在 ∂Ω,

∂u

∂n
= gn, 在 ∂Ω.

(2.2.1)

目前为止,求解重调和方程 (2.2.1)的常用数值方法包括协调有限元方法,

非协调有限元方法,混合有限元方法和间断 Galerkin (DG)有限元方法.我们将

简单介绍以上各种数值求解方法,详细内容可参考 [8, 15, 45, 54].

首先介绍求解重调和方程的协调有限元方法. 通常我们将重调和方程

(2.2.1)表述为基于 Sobolev空间 H2(Ω)的一种变分形式,相应求解四阶问题的

有限元空间是 H2(Ω)的子空间,这类有限元方法被称为 H2 协调元方法. H2

协调元方法要求给定剖分上的分片多项式 C1 连续,即不仅要求分片多项式

在单元与单元之间的公共边连续,而且要求其法向导数在单元与单元之间的
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T

A1

A2

A3

A13

A12

A23

图 2-1 Argyris三角形元.

公共边连续.在有限元方法中,常用的 C1 元包括 Argyris三角形元, Bell三角

形元等. Argyris三角形元构造如下 (见图 2-1): 设 T 是三角形单元,顶点 Ai

(1 ≤ i ≤ 3),三边中点 Aij (1 ≤ i < j ≤ 3).求 p(x, y) ∈ P5(T ),满足

∂αp(Ai) = uα,i, |α| ≤ 2, 1 ≤ i ≤ 3;

∂p

∂n
(Aij) = un,ij, 1 ≤ i < j ≤ 3,

其中 n是 ∂T 的单位外法方向.

在 Argyris三角形元中去掉三边中点法向导数的插值数据,并增加约束条

件:
∂p(x, y)

∂n

∣∣∣
e
∈ P3(e), ∀e ⊂ ∂T,

这样构造的元称为 Bell三角形元.

注注注2.2.1.由于 C1元构造复杂且自由度比较多,导致求解规模很大,因此实际计

算中,很少使用构造 C1元的协调有限元方法求解四阶问题.

求解四阶问题的有限元空间不是 H2(Ω)的子空间,称为非协调有限元方

法.常见的非协调元是 Morley三角形元,构造如下 (见图 2-2):

(1) T 为三角形单元,顶点 Ai (1 ≤ i ≤ 3),三边中点 Aij (1 ≤ i < j ≤ 3);

(2)PT = P2(T );

– 40 –



第 2章 重调和方程的弱有限元方法

T

A1

A2

A3

A13

A12

A23

图 2-2 Morley三角形元.

(3)在顶点取给定值,在三边中点取给定的法向导数值.

求解重调和方程的混合有限元方法的主要思想是将四阶问题化简为两个

二阶问题的方程组以避免使用 C1元求解.求解重调和方程的混合有限元方法

可参考 [1, 19, 22, 30, 37].

我们以齐次 Dirichlet和 Neumann边界条件的重调和方程为例来说明混合

有限元方法的基本思想.考虑齐次 Dirichlet和 Neumann边界条件的重调和方

程: 求 u = u(x),满足

∆2u =f(x), 在 Ω,

u =0, 在 ∂Ω,

∂u

∂n
=0, 在 ∂Ω,

(2.2.2)

其中 Ω ⊂ R2 是有界凸多边形区域. 若 f ∈ H−2(Ω), 则 (2.2.2) 存在唯一解

u ∈ H2
0 (Ω);若 f ∈ H−1(Ω),则 u ∈ H3(Ω) ∩H2

0 (Ω),且存在正常数 C,使得

‖u‖3,Ω ≤ C‖f‖−1,Ω.

我们简单介绍将 (2.2.2)化为低阶方程常用的三种方法.
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(1) Ciarlet-Raviart方法.令

ϕ + ∆u = 0,

则 (2.2.2)等价于

−∆ϕ =f(x), 在 Ω,

ϕ + ∆u =0, 在 Ω,

u =
∂u

∂n
=0, 在 ∂Ω,

取

H = H1(Ω),

M = H1
0 (Ω),

a(ϕ, v) =

∫

Ω

ϕvdx,

b(u, v) = −
∫

Ω

∇u∇vdx,

则 (2.2.2)相应的 Ciarlet-Raviart变分问题为:求 (ϕ, u) ∈ H ×M ,使得

a(ϕ, v) + b(v, u) =0, ∀v ∈ H,

b(ϕ, ψ) =(f, ψ), ∀ψ ∈ M,

(2) Hermann-Miyoshi方法.取

H = {v : v = (vij)2×2, v12 = v21, vij ∈ H1(Ω)},

M = H1
0 (Ω),

a(ϕ, v) =
2∑

i,j=1

∫

Ω

ϕijvijdx,

– 42 –



第 2章 重调和方程的弱有限元方法

b(v, u) =
2∑

i,j=1

∫

Ω

∂vij

∂xj

∂u

∂xi
dx,

则 (2.2.2)相应的 Hermann-Miyoshi变分问题为:求 (ϕ, u) ∈ H ×M ,使得

a(ϕ, v) + b(v, u) =0, ∀v ∈ H,

b(ϕ, ψ) =− (f, ψ), ∀ψ ∈ M.

(3) Hermann-Johnson方法.

设 Th为给定的三角剖分, v = (vij)2×2, v12 = v21,

Mn =
2∑

i,j=1

vijninj, Mnτ =
2∑

i,j=1

vijnjτi, vij ∈ H1(T ),

其中 T ∈ Th, n = (n1, n2)
′ 为 ∂T 的单位外法向, τ = (τ1, τ2)

′ = (n2,−n1)
′ 为

∂T 的单位切向.取

H = {v : v = (vij)2×2, v12 = v21, vij|T ∈ H1(T ),∀T ∈ Th,Mn在交界线上连续},

‖v‖2
H =

∑

T∈Th

2∑

i,j=1

‖v‖2
1,T ,

M = W 1,p
0 (Ω), p ≥ 2,

a(ϕ, v) =
2∑

i,j=1

∫

Ω

ϕijvijdx,

b(u, v) =
∑

T∈Th

{ 2∑

i,j=1

∫

T

∂uij

∂xj

∂v

∂xi
dx−

∫

∂T

Mnτ
∂v

∂τ
ds

}
,

则 (2.2.2)相应的 Hermann-Johnson变分问题为:求 (ϕ, u) ∈ H ×M ,使得

a(ϕ, v) + b(v, u) =0, ∀v ∈ H,

b(ϕ, ψ) =− (f, ψ), ∀ψ ∈ M.

– 43 –



第 2章 重调和方程的弱有限元方法

关于求解重调和方程的间断 Galerkin (DG)有限元方法,文献 [9, 18] 提出

了求解重调和方程的 C0 内罚方法,文献 [33] 提出了求解重调和方程的 hp内

罚 DG方法.为节约篇幅,有关的 DG有限元格式就不详细介绍了.

2.3 弱弱弱 Hessian和和和离离离散散散弱弱弱 Hessian

重调和问题 (2.2.1)的变分形式为:求 u ∈ H2(Ω),使得 u|∂Ω = g, ∂u
∂n |∂Ω =

gn,满足

(1− ν)

∫

Ω

∇2u : ∇2vdx + ν

∫

Ω

∆u∆vdx =

∫

Ω

fvdx, ∀v ∈ H2
0 (Ω).

这里, ∇2v 表示 v 的 Hessian张量, ν 是 Poisson比,且 0 ≤ ν ≤ 1
2 . 为简便起见,

考虑 ν = 0的情况.此时,模型变分形式为

d∑

i,j=1

(∂2
iju, ∂2

ijv) = (f, v), ∀v ∈ H2
0 (Ω), (2.3.1)

其中, ∂2
ij 表示 xi, xj 方向的二阶偏导数. 需要指出的是,本文所建立的理论和

方法广泛适用于任意的 Poisson比 ν.

在重调和问题 (2.2.1)相应的变分形式 (2.3.1)中,涉及到的微分算子为 ∂2
ij.

因此,我们首先对一类间断函数定义弱二阶偏导数,记作 ∂2
ij,w. 为进行数值求

解,我们将进一步在多项式空间中引入弱二阶偏导数 ∂2
ij,w 的离散形式,记作

∂2
ij,w,r,T ,称为离散弱二阶偏导数.

令 T 为任意二维多边形或三维多面体区域, 记边界为 ∂T . 所谓 T 上

的弱函数, 指的是函数 v = {v0, vb, vg}, 其中 v0 ∈ L2(T ), vb ∈ L2(∂T ), vg ∈
[L2(∂T )]d. 这里,第一个和第二个分量 v0 和 vb 表示 v在 T 的内部和边界的值,

第三个分量 vg = (vg1, · · · , vgd)
′ ∈ Rd表示 ∇v在 T 的边界的值.这里需要特别

强调的是 vb和 vg 未必分别与 v0和 ∇v0在 ∂T 上的迹相关.

T 上所有弱函数构成的空间记作W (T ),即

W (T ) =
{
v = {v0, vb, vg} : v0 ∈ L2(T ), vb ∈ L2(∂T ), vg ∈ [L2(∂T )]d

}
. (2.3.2)
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如果 f(x1, · · · , xd)的所有二阶偏导数都存在,则 f(x1, · · · , xd)的 Hessian,

记作 ∇2f ,定义为

∇2f = (∂2
ijf)d×d,

其中 ∂2
ij 表示 xi和 xj 方向的二阶偏导数.

定定定义义义2.3.1. (弱二阶偏导数)在标准的 L2 内积下, L2(T )的对偶空间为 L2(T ).

类似地,对任意的 v = {v0, vb, vg} ∈ W (T ), v 的弱二阶偏导数,记作 ∂2
ij,wv,定

义为 H2(T )的对偶空间中的线性函数,使得对任意的 ϕ ∈ H2(T ),

(∂2
ij,wv, ϕ)T = (v0, ∂

2
jiϕ)T − 〈vbni, ∂jϕ〉∂T + 〈vgi, ϕnj〉∂T , (2.3.3)

其中 n = (n1, · · · , nd)
′是 ∂T 的单位外法向.

由此,对任意的 v ∈ W (T ), v的弱 Hessian,记作 ∇2
w,T v,定义为

∇2
w,T v = (∂2

ij,wv)d×d.

从弱二阶偏导数的定义知,弱二阶偏导数用到了函数在边界上的信息,而

从广义导数的定义知, 由于检验函数属于空间 C∞
0 , 所以广义导数根本不涉

及函数本身在边界上的信息.与经典的广义二阶偏导数不同的是: 一般地,当

i 6= j 时, ∂2
ij,wv 6= ∂2

ji,wv (i, j = 1, · · · , d).

定义包含映射 iW : H2(T ) → W (T ),使得对任意的 φ ∈ H2(T ),

iW (φ) = {φ|T , φ|∂T ,∇φ|∂T},

则 H2(T ) 可经包含映射 iW 嵌入到 W (T ). 在包含映射 iW 下, 对任意的

φ ∈ H2(T ),成立 φ = iW (φ),故 H2(T )可看作W (T )的子空间. 同理,若对任意

的 v ∈ W (T ),存在某个函数 φ ∈ H2(T ),使得 v = iW (φ),则 v ∈ H2(T ).不难看

出,对于 H2(T )中的函数,弱二阶偏导数即为经典的二阶偏导数,也即对任意

的 v ∈ H2(T ),成立 ∂2
ij,wv = ∂2

ijv (i, j = 1, · · · , d).

对任意非负整数 r, 记 Pr(T ) 为 T 上次数不超过 r 的多项式集合.为数
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值计算, 在 H2(T ) 的对偶空间的多项式子空间 Pr(T ) 中引入弱二阶偏导数

∂2
ij,w(i, j = 1, · · · , d)的离散形式.

定定定义义义2.3.2. (离散弱二阶偏导数)对任意的 v ∈ W (T ), v 的离散弱二阶偏导数,

记作 ∂2
ij,w,r,T v,定义为 Pr(T )中唯一的多项式,使得对任意的 ϕ ∈ Pr(T ),

(∂2
ij,w,r,T v, ϕ)T = (v0, ∂

2
jiϕ)T − 〈vbni, ∂jϕ〉∂T + 〈vgi, ϕnj〉∂T . (2.3.4)

由此,对任意的 v ∈ W (T ), v的离散弱 Hessian定义为

∇2
w,r,T v = (∂2

ij,w,r,T v)d×d.

注注注2.3.1.对任意的 v = {v0, vb, vg} ∈ W (T ),如果 v0 在 T 上二次可微,对 (2.3.4)

右端第一项应用分部积分,成立

(∂2
ij,w,r,T v, ϕ)T = (∂2

ijv0, ϕ)T +〈(v0−vb)ni, ∂jϕ〉∂T−〈(∂iv0−vgi)nj, ϕ〉∂T , (2.3.5)

对任意的 ϕ ∈ Pr(T ).

2.4 弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法

令 Th 为区域 Ω的二维多边形或三维多面体剖分. 假设 Th 为正则剖分,具

体参考定义 1.4.1.记 Eh为 Th中所有边或面构成的集合, E0
h = Eh \ ∂Ω为 Th中

所有内部边或面构成的集合.

给定整数 k ≥ 2,定义离散弱函数空间

Wk(T ) =
{{v0, vb, vg} : v0 ∈ Pk(T ), vb ∈ Pk−2(e),

vg ∈ [Pk−2(e)]
d, e ⊂ ∂T

}
.

(2.4.1)

由此,定义弱有限元空间

Vh =
{{v0, vb, vg} : {v0, vb, vg}|T ∈ Wk(T ),∀T ∈ Th

}
.
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弱有限元空间 Vh的子空间定义为

V 0
h = {{v0, vb, vg} ∈ Vh, vb|e = 0, vg|e = 0, e ⊂ ∂T ∩ ∂Ω}.

对任意的 v ∈ Vh,由公式 (2.3.3)可计算弱二阶偏导数 ∂2
ij,wv. 为数值计算,

需引入离散弱二阶偏导数 ∂2
ij,w,r,T v,即选取适当的多项式来近似弱二阶偏导数

∂2
ij,wv,这里比较好的选择之一为 k − 2次多项式.当 k ≥ 2时,对任意的 v ∈ Vh

和任意的 T ∈ Th,由 (2.3.4)计算离散弱二阶偏导数,记作 ∂2
ij,w,k−2v,即

(∂2
ij,w,k−2v)|T = ∂2

ij,w,k−2,T (v|T ).

在不引起混淆的情况下,为简化记号,在记号 ∂2
ij,w,k−2 中略去下标 k − 2. 引入

记号

(∂2
wu, ∂2

wv)h =
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

(∂2
ij,wu, ∂2

ij,wv)T , ∀u, v ∈ Vh.

当 k ≥ 2时,在每个单元 T ∈ Th,记 Q0 为到 Pk(T )的 L2 投影;在每条边

或面 e ⊂ ∂T ,记 Qb为到 Pk−2(e)或 [Pk−2(e)]
d的 L2投影.对任意的 u ∈ H2(Ω),

记 Qhu为到弱有限元空间 Vh的投影,使得在每个单元 T ∈ Th,

Qhu = {Q0u,Qbu,Qb(∇u)}.

对任意的 w = {w0, wb, wg} ∈ Vh, v = {v0, vb, vg} ∈ Vh,引入稳定项

s(w, v) =
∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(∇w0)− wg, Qb(∇v0)− vg〉∂T

+
∑

T∈Th

h−3
T 〈Qbw0 − wb, Qbv0 − vb〉∂T .

以下给出基于变分形式 (2.3.1)的重调和方程 (2.2.1)的WG有限元方法.

弱弱弱 Galerkin 算算算法法法1. 求 uh = {u0, ub, ug} ∈ Vh,使得在 ∂Ω上, ub = Qbg, ug · n =
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Qbgn, ug · τ = Qb(∇g · τ ),且满足

(∂2
wuh, ∂

2
wv)h + s(uh, v) = (f, v0), ∀v = {v0, vb, vg} ∈ V 0

h , (2.4.2)

其中, n, τ 分别为边界 ∂Ω的单位外法向和单位切向.

我们给出关于弱有限元空间 V 0
h 的一个有用的结论.

引引引理理理2.4.1.对任意的 v ∈ V 0
h ,定义

|||v||| =
(
(∂2

wv, ∂2
wv)h + s(v, v)

) 1
2
. (2.4.3)

那么, ||| · |||定义了线性空间 V 0
h 中的一个范数.

证明我们仅需证明 ||| · |||的正定性.假设对某个 v ∈ V 0
h , |||v||| = 0.由 (2.4.3)

知,在每个单元 T 上, ∂2
ij,wv = 0;在 ∂T 上, Qb(∇v0) = vg, Qbv0 = vb. 对任意的

ϕ ∈ Pk−2(T ),由 ∂2
ij,wv = 0及 (2.7.2),

0 =(∂2
ij,wv, ϕ)T

=(∂2
ijv0, ϕ)T + 〈vgi −Qb(∂iv0), ϕ · nj〉∂T + 〈Qbv0 − vb, ∂jϕ · ni〉∂T

=(ϕ, ∂2
ijv0)T ,

故在每个单元 T 上, ∂2
ijv0 = 0 (i, j = 1, . . . , d). 因此,在每个单元 T 上, v0为线

性函数,故 ∇v0为常数. 由在 ∂T 上 Qb(∇v0) = vg 知,在 ∂T 上 ∇v0 = vg. 因此,

∇v0 在 Ω上连续.由于在 ∂Ω上 vg = 0,故在 Ω上 ∇v0 = 0且在每条边或面上

vg = 0.因此, v0在每个单元 T 为常数.再由在 ∂T 上 Qbv0 = vb知 v0在 Ω上连

续.由在 ∂Ω上 vb = 0知在 Ω上 v0 = 0. 从而,在每条边或面上 vb = Qbv0 = 0.

引理得证. ¤

定定定理理理2.4.1. WG算法 1存在唯一解.

证明假设 u
(1)
h 和 u

(2)
h 为WG算法 1的两个不同解.易知 eh = u

(1)
h − u

(2)
h ∈
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V 0
h ,且满足

(∂2
weh, ∂

2
wv)h + s(eh, v) = 0, ∀v ∈ V 0

h . (2.4.4)

在 (2.4.4)中,取 v = eh,

(∂2
weh, ∂

2
weh)h + s(eh, eh) = 0.

由引理 2.4.1, eh ≡ 0,即 u
(1)
h = u

(2)
h .定理得证. ¤

2.5 L2投投投影影影及及及其其其性性性质质质

本节旨在建立 L2 投影的一些性质,这些性质在WG有限元方法的误差分

析中极其重要.

引引引理理理2.5.1.对任意的 T ∈ Th,令 Qh为到 Pk−2(T )的局部 L2投影. Qh和 Qh满

足如下交换性: 对任意的 w ∈ H2(T ),成立

∂2
ij,w(Qhw) = Qh(∂2

ijw), ∀i, j = 1, . . . , d. (2.5.1)

证明 对任意的 w ∈ H2(T ), 由 ∂2
ij,w 的定义以及分部积分, 对任意的

ϕ ∈ Pk−2(T )和任意的 i, j = 1, · · · , d,

(∂2
ij,w(Qhw), ϕ)T = (Q0w, ∂2

jiϕ)T − 〈Qbw, ∂jϕ · ni〉∂T + 〈Qb(∂iw) · nj, ϕ〉∂T

= (w, ∂2
jiϕ)T − 〈w, ∂jϕ · ni〉∂T + 〈∂iw · nj, ϕ〉∂T

= (∂2
ijw, ϕ)T

= (Qh∂
2
ijw, ϕ)T .

引理得证. ¤

交换性 (2.5.1)表明光滑函数 L2 投影的离散弱偏导数是经典偏导数的一

个很好的近似.离散弱偏导数算子的这一性质在算法设计和分析中极其重要.
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下面引理给出了投影算子 Qh和 Qh的性质.

引引引理理理2.5.2. [34, 52]假设 Th是区域 Ω的一个正则剖分,满足定义 1.4.1中的正则

性假设 (A1)-(A4).对任意的 0 ≤ s ≤ 2, 1 ≤ m ≤ k,存在常数 C,使得

∑

T∈Th

h2s
T ‖u−Q0u‖2

s,T ≤ Ch2(m+1)‖u‖2
m+1, (2.5.2)

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h2s
T ‖∂2

iju−Qh∂
2
iju‖2

s,T ≤ Ch2(m−1)‖u‖2
m+1. (2.5.3)

由引理 2.5.2,可证得如下估计.

引引引理理理2.5.3.令 1 ≤ m ≤ k, u ∈ Hmax{m+1,4}(Ω). 存在常数 C,使得下述估计成

立: ( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

hT‖∂2
iju−Qh∂

2
iju‖2

∂T

) 1
2 ≤ Chm−1‖u‖m+1, (2.5.4)

( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h3
T‖∂j(∂

2
iju−Qh∂

2
iju)‖2

∂T

) 1
2 ≤ Chm−1(‖u‖m+1 + hδm,2‖u‖4), (2.5.5)

( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Qb(∇Q0u)−Qb(∇u)‖2

∂T

) 1
2 ≤ Chm−1‖u‖m+1, (2.5.6)

( ∑

T∈Th

h−3
T ‖Qb(Q0u)−Qbu‖2

∂T

) 1
2 ≤ Chm−1‖u‖m+1. (2.5.7)

证明为证 (2.5.4),由迹不等式 (1.4.10)和估计 (2.5.3),

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

hT‖∂2
iju−Qh∂

2
iju‖2

∂T

≤C
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

(
‖∂2

iju−Qh∂
2
iju‖2

T + h2
T |∂2

iju−Qh∂
2
iju|21,T

)

≤Ch2m−2‖u‖2
m+1.
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下证 (2.5.5),由迹不等式 (1.4.10)和估计 (2.5.3),

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h3
T‖∂j(∂iju−Qh∂iju)‖2

∂T

≤C
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

(
h2

T‖∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju)‖2

T + h4
T |∂j(∂

2
iju−Qh∂

2
iju)|21,T

)

≤Ch2m−2
(‖u‖2

m+1 + h2δm,2‖u‖2
4

)
.

下证 (2.5.6),由迹不等式 (1.4.10)和估计 (2.5.2),

∑

T∈Th

h−1
T ‖Qb(∇Q0u)−Qb(∇u)‖2

∂T

≤
∑

T∈Th

h−1
T ‖∇Q0u−∇u‖2

∂T

≤C
∑

T∈Th

(
h−2

T ‖∇Q0u−∇u‖2
T + |∇Q0u−∇u|21,T

)

≤Ch2m−2‖u‖2
m+1.

最后证明 (2.5.7),由迹不等式 (1.4.10)和估计 (2.5.2),

∑

T∈Th

h−3
T ‖Qb(Q0u)−Qbu‖2

∂T

≤
∑

T∈Th

h−3
T ‖Q0u− u‖2

∂T

≤ C
∑

T∈Th

(
h−4

T ‖Q0u− u‖2
T + h−2

T ‖∇(Q0u− u)‖2
T

)

≤ Ch2m−2‖u‖2
m+1. ¤

定定定理理理2.5.1.假设 Th 是区域 Ω 的一个正则剖分, 满足定义 1.4.1的形状正则
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性假设 (A1)-(A4). 令 0 ≤ m ≤ k. 假设 u 为重调和问题 (2.2.1)的解, Qhu =

{Q0u,Qbu,Qb(∇u)}为到弱有限元空间 Vh的投影.则存在常数 C,使得

‖u−Qhu‖ ≤ Chm+1‖u‖m+1.

证明由积分区域的可加性,以及 Qhu的定义,

‖u−Qhu‖2 =
∑

T∈Th

‖u−Qhu‖2
T =

∑

T∈Th

‖u−Q0u‖2
T .

由引理 1.4.6,定理得证.

2.6 误误误差差差方方方程程程

令 u和 uh分别为重调和方程 (2.2.1)和WG算法 (2.4.2)的解.记

eh = Qhu− uh (2.6.1)

为真解 u 的 L2 投影与 WG算法 1的解 uh 之间的误差,称为误差函数,其中

eh = {e0, eb, eg}, Qhu − uh = {Q0u − u0, Qbu − ub, Qb(∇u) − ug}. 误差函数 eh

所必须满足的等式称为误差方程.本节旨在推导WG算法 1的误差方程.

引引引理理理2.6.1. (2.6.1)定义的误差函数 eh是 V 0
h 中的函数,且满足

(∂2
weh, ∂

2
wv)h + s(eh, v) = φu(v), ∀v ∈ V 0

h , (2.6.2)
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其中,

φu(v) =
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju), (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, v0 − vb〉∂T

+ s(Qhu, v).

(2.6.3)

证明在 (2.7.1)中,取 ϕ = ∂2
ij,wQhu.由引理 2.5.1,

(∂2
ijv, ∂2

ij,wQhu)T =(∂2
ijv0,Qh(∂2

iju))T + 〈v0 − vb, ∂j(Qh(∂2
iju)) · ni〉∂T

− 〈(∂iv0 − vgi) · nj,Qh∂
2
iju〉∂T

=(∂2
ijv0, ∂

2
iju)T + 〈v0 − vb, ∂j(Qh(∂2

iju)) · ni〉∂T

− 〈(∂iv0 − vgi) · nj,Qh∂
2
iju〉∂T ,

从而

(∂2
ijv0, ∂

2
iju)T =(∂2

ij,wQhu, ∂2
ij,wv)T − 〈v0 − vb, ∂j(Qh(∂2

iju)) · ni〉∂T

+ 〈(∂iv0 − vgi) · nj,Qh∂
2
iju〉∂T .

(2.6.4)

这里,我们要特别指出的是: 对任意的 v ∈ V 0
h , u ∈ Hr(Ω) (r > 3), (2.6.4)都是

成立的.由分部积分,

(∂2
iju, ∂2

ijv0)T = ((∂2
ij)

2u, v0)T + 〈∂2
iju, ∂iv0 · nj〉∂T − 〈∂j(∂

2
iju) · ni, v0〉∂T .
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对所有 T ∈ Th求和,由 (42u, v0) = (f, v0),以及 vgi, vb在 ∂Ω上为 0,

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

(∂2
iju, ∂2

ijv0)T =(f, v0) +
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju, (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju) · ni, v0 − vb〉∂T ,

再由 (2.6.4),

(∂2
wQhu, ∂2

wv)h = (f, v0) +
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju), (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, v0 − vb〉∂T .

在上述方程的两边加上 s(Qhu, v),

(∂2
wQhu, ∂2

wv)h + s(Qhu, v)

=(f, v0) +
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju), (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, v0 − vb〉∂T + s(Qhu, v).

(2.6.5)

(2.6.5)减去 (2.4.2),

(∂2
weh, ∂

2
wv)h + s(eh, v) =

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju), (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, v0 − vb〉∂T + s(Qhu, v),
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引理得证. ¤

2.7 技技技术术术引引引理理理

本节旨在建立WG算法 1的误差估计中用到的一些等式和不等式.

引引引理理理2.7.1.对任意的 ϕ ∈ Pk−2(T ),成立

(∂2
ij,wv, ϕ)T = (∂2

ijv0, ϕ)T + 〈v0 − vb, ∂jϕ · ni〉∂T − 〈∂iv0 − vgi, ϕnj〉∂T . (2.7.1)

从而,

(∂2
ij,wv, ϕ)T = (∂2

ijv0, ϕ)T +〈Qbv0−vb, ∂jϕ·ni〉∂T−〈Qb(∂iv0)−vgi, ϕnj〉∂T . (2.7.2)

证明由 (2.3.4)以及分部积分,

(∂2
ij,wv, ϕ)T =(v0, ∂

2
jiϕ)T + 〈vgi · nj, ϕ〉∂T − 〈vb, ∂jϕ · ni〉∂T

=(∂2
ijv0, ϕ)T − 〈∂iv0, ϕ · nj〉∂T + 〈v0, ∂jϕ · ni〉∂T

+ 〈vgi · nj, ϕ〉∂T − 〈vb, ∂jϕ · ni〉∂T

=(∂2
ijv0, ϕ)T + 〈v0 − vb, ∂jϕ · ni〉∂T − 〈∂iv0 − vgi, ϕnj〉∂T .

引理得证. ¤

引引引理理理2.7.2.假设 eh是弱有限元空间 V 0
h 中的函数.存在常数 C,使得

∑

T∈Th

|e0|22,T ≤ C|||eh|||2, (2.7.3)
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其中,由定义 (2.4.3),

|||eh|||2 =
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

(∂2
ij,weh, ∂

2
ij,weh)T +

∑

T∈Th

h−3
T 〈Qbe0 − eb, Qbe0 − eb〉∂T

+
∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(∇e0)− eg, Qb(∇e0)− eg〉∂T .

(2.7.4)

证明在 (2.7.2)中取 v = eh, ϕ = ∂2
ije0,

(∂2
ij,weh, ∂

2
ije0)T =(∂2

ije0, ∂
2
ije0)T − 〈Qb(∂ie0)− egi, ∂

2
ije0 · nj〉∂T

+ 〈Qbe0 − eb, ∂j(∂
2
ije0) · ni〉∂T .

因此,

(∂2
ije0, ∂

2
ije0)T =(∂2

ij,weh, ∂
2
ije0)T + 〈Qb(∂ie0)− egi, ∂

2
ije0 · nj〉∂T

− 〈Qbe0 − eb, ∂j(∂
2
ije0) · ni〉∂T .

(2.7.5)

由 (2.7.5), Cauchy-Schwarz不等式,逆不等式 (1.4.23)以及迹不等式 (1.4.24),

(∂2
ije0, ∂

2
ije0)T ≤‖∂2

ij,weh‖T‖∂2
ije0‖T + ‖Qb(∂ie0)− egi‖∂T‖∂2

ije0‖∂T

+ ‖Qbe0 − eb‖∂T‖∂j(∂
2
ije0)‖∂T

≤‖∂2
ij,weh‖T‖∂2

ije0‖T + Ch
− 1

2

T ‖Qb(∂ie0)− egi‖∂T‖∂2
ije0‖T

+ Ch
− 3

2

T ‖Qbe0 − eb‖∂T‖∂2
ije0‖T ,

从而,

‖∂2
ije0‖2

T ≤ ‖∂2
ij,weh‖2

T + Ch−1
T ‖Qb(∂ie0)− egi‖2

∂T + Ch−3
T ‖Qbe0 − eb‖2

∂T .

对 T ∈ Th求和,引理得证. ¤
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引引引理理理2.7.3.假设 eh是弱有限元空间 V 0
h 中的函数.令 k ≥ 3.存在常数 C,使得

( ∑

T∈Th

h−3
T ‖e0 − eb‖2

∂T

) 1
2 ≤ C|||eh|||. (2.7.6)

证明由三角不等式,

h−3
T ‖e0 − eb‖2

∂T ≤2h−3
T

(
‖e0 −Qbe0‖2

∂T + ‖Qbe0 − eb‖2
∂T

)

≤2h−3
T

(
Ch2

T |e0|2,∂T

)2
+ 2h−3

T ‖Qbe0 − eb‖2
∂T

≤2ChT |e0|22,∂T + 2h−3
T ‖Qbe0 − eb‖2

∂T

≤2C|e0|22,T + 2h−3
T ‖Qbe0 − eb‖2

∂T .

再由 (2.7.3),引理得证. ¤

引引引理理理2.7.4. (Poincaré不等式)假设 eh是弱有限元空间 Vh中的函数且 eb = 0.存

在常数 C,使得

∑

T∈Th

‖e0‖2
T ≤ C

( ∑

T∈Th

‖∇e0‖2
T +

∑

T∈Th

h−1
T ‖e0 − eb‖2

∂T

)
. (2.7.7)

证明考虑 Laplace方程

−∆φ = e0, 在 Ω,

φ = 0, 在 ∂Ω.

假设 Laplace方程的解 φ充分正则,亦满足正则性假设

‖φ‖2
2 ≤ C‖e0‖2. (2.7.8)
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上述正则性假设总可以满足,否则可将 Ω延拓到 Ω̃, e0 零延拓到 Ω̃,使得在 Ω̃

上满足正则性假设 (2.7.8).

令 w = −∇φ,

∑

T∈Th

(e0, e0)T =
∑

T∈Th

(e0,∇ ·w)T

=
∑

T∈Th

〈e0,w · n〉∂T −
∑

T∈Th

(w,∇e0)T

=
∑

T∈Th

〈(e0 − eb),w · n〉∂T −
∑

T∈Th

(w,∇e0)T

≤
∑

T∈Th

‖w‖T‖∇e0‖T +
∑

T∈Th

‖w‖∂T‖e0 − eb‖∂T .

由迹不等式 (1.4.10),

‖w‖2
∂T ≤ C(h−1

T ‖w‖T + hT‖∇w‖T ) ≤ Ch−1
T ‖w‖2

1,T .

由 Cauchy-Schwarz不等式和正则性假设 (2.7.8),

∑

T∈Th

(e0, e0)T ≤
∑

T∈Th

‖w‖1,T‖∇e0‖T +
∑

T∈Th

Ch
− 1

2

T ‖w‖1,T‖e0 − eb‖∂T

≤ C
( ∑

T∈Th

‖∇e0‖2
T +

∑

T∈Th

h−1
T ‖e0 − eb‖2

∂T

) 1
2‖φ‖2

≤ C
( ∑

T∈Th

‖∇e0‖2
T +

∑

T∈Th

h−1
T ‖e0 − eb‖2

∂T

) 1
2‖e0‖.

引理得证. ¤

下面引理给出了 V 0
h 中有限元函数的 Poincaré不等式.

– 58 –



第 2章 重调和方程的弱有限元方法

引引引理理理2.7.5.假设 eh是弱有限元空间 V 0
h 中的函数.存在常数 C,使得

( ∑

T∈Th

‖∇e0‖2
T

) 1
2 ≤ C|||eh|||. (2.7.9)

证明由 eh ∈ V 0
h 知, eg = 0. (2.7.7)中,将 e0替换为 ∇e0,

∑

T∈Th

‖∇e0‖2
T ≤ C

( ∑

T∈Th

|e0|22,T +
∑

T∈Th

h−1
T ‖∇e0 − eg‖2

∂T

)
. (2.7.10)

对于 (2.7.10)右端第二项,

∑

T∈Th

h−1
T ‖∇e0 − eg‖2

∂T

≤2
∑

T∈Th

h−1
T ‖∇e0 −Qb(∇e0)‖2

∂T + 2
∑

T∈Th

h−1
T ‖Qb(∇e0)− eg‖2

∂T .

(2.7.11)

将 (2.7.11)代入 (2.7.10),再由 (2.7.3),

∑

T∈Th

‖∇e0‖2
T ≤ C

∑

T∈Th

|e0|22,T + C|||eh|||2 ≤ C|||eh|||2.

引理得证. ¤

引引引理理理2.7.6.令 k = 2. 假设重调和方程 (2.2.1) 的真解 u 充分正则, 使得 u ∈
H4(Ω).存在常数 C,使得

∣∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, e0 − eb〉∂T

∣∣∣∣∣∣
≤ Ch‖u‖4 |||eh|||. (2.7.12)

证明由于 Qh是到 P0(T )的 L2投影,

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, e0 − eb〉∂T

= 〈∂j∂
2
iju · ni, e0 − eb〉∂T
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= 〈∂j∂
2
iju · ni, e0 −Qbe0〉∂T + 〈∂j∂

2
iju · ni, Qbe0 − eb〉∂T

= 〈(I −Qb)∂j∂
2
iju · ni, e0 −Qbe0〉∂T + 〈∂j∂

2
iju · ni, Qbe0 − eb〉∂T

= J1 + J2.

对于第二项 J2,由 Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.10), (2.7.4),

∣∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j∂
2
iju · ni, Qbe0 − eb〉∂T

∣∣∣∣∣∣

≤
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h3
T‖∂j∂

2
iju‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−3
T ‖Q0e0 − eb‖2

∂T

) 1
2

≤C
( ∑

T∈Th

h3
T

(
hT |u|24,T + h−1

T |u|23,T

)) 1
2 |||eh|||

≤Ch
(‖u‖3 + h‖u‖4

)|||eh|||.

对于第一项 J1,由 Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.10), (1.4.24),以

及引理 2.7.5,

∣∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈(I −Qb)∂j∂
2
iju · ni, e0 −Qbe0〉∂T

∣∣∣∣∣∣

≤
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

‖(I −Qb)∂j∂
2
iju‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

‖e0 −Qbe0‖2
∂T

) 1
2

≤ C
( ∑

T∈Th

hT |u|24,T

) 1
2
( ∑

T∈Th

hT |e0|21,T

) 1
2

≤ Ch‖u‖4

( ∑

T∈Th

|e0|21,T

) 1
2
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≤ Ch‖u‖4|||eh|||.

综上,引理得证. ¤

引引引理理理2.7.7.假设 eh是弱有限元空间 V 0
h 中的函数.存在常数 C,使得

( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h−1
T ‖(∂ie0 − egi) · nj‖2

∂T

) 1
2 ≤ C|||eh|||.

证明由三角不等式,

‖(∂ie0 − egi) · nj‖2
∂T

≤‖∂ie0 − egi‖2
∂T

≤2
(
‖∂ie0 −Qb(∂ie0)‖2

∂T + ‖Qb(∂ie0)− egi‖2
∂T

)

≤ChT |e0|22,T + 2‖Qb(∂ie0)− egi‖2
∂T .

因此,

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h−1
T ‖(∂ie0 − egi) · nj‖2

∂T

≤C
∑

T∈Th

(|e0|22,T + h−1
T ‖Qb(∂ie0)− egi‖2

∂T

)

≤C|||eh|||2,

引理得证. ¤

2.8 误误误差差差估估估计计计

本节旨在建立误差函数 eh = {e0, eb, eg}在 H2 等价范数意义下的误差估

计,及其三个分量 e0, eb和 eg 在 L2范数意义下的误差估计.
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首先我们建立误差函数 eh 在 H2 等价范数意义下的误差估计.从误差方

程 (2.6.2)知,我们需估计 (2.6.3)所定义的 φu(v)的各项.

令 w是 Ω中光滑函数,将 φw(v)化简为

φw(v) =
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
ijw −Qh(∂2

ijw), (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
ijw −Qh∂

2
ijw) · ni, v0 − vb〉∂T

+
∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(∇Q0w)−Qb(∇w), Qb(∇v0)− vg〉∂T

+
∑

T∈Th

h−3
T 〈QbQ0w −Qbw, Qbv0 − vb〉∂T

=I1(w, v) + I2(w, v) + I3(w, v) + I4(w, v),

(2.8.1)

其中 Ij(w, v) (j = 1, · · · , 4)依次定义.

以下我们将分别估计 Ij(w, v) (j = 1, · · · , 4).

引引引理理理2.8.1.假设 w ∈ Hr+1(Ω), v ∈ V 0
h , r ∈ [2, k].存在常数 C,使得

|I1(w, v)| ≤ Chr−1‖w‖r+1|||v|||, (2.8.2)

|I2(w, v)| ≤ Chr−1(‖w‖r+1 + δk,2‖w‖4)|||v|||. (2.8.3)

证明对于 I1(w, v),由 Cauchy-Schwarz不等式,估计 (2.5.4)中取 m = r,以

及引理 2.7.7,

|I1(w, v)| =
∣∣∣

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
ijw −Qh(∂2

ijw), (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

∣∣∣

≤
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

hT‖∂2
ijw −Qh(∂2

ijw)‖2
∂T

) 1
2 ·
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( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h−1
T ‖(∂iv0 − vgi) · nj‖2

∂T

) 1
2

≤ Chr−1‖w‖r+1|||v|||,

从而, (2.8.2)得证.

对于 I2(w, v),当 k = 2时,由引理 2.7.6,

∣∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
ijw −Qh∂

2
ijw) · ni, v0 − vb〉∂T

∣∣∣∣∣∣
≤ Ch‖w‖4|||v|||. (2.8.4)

当 k ≥ 3时,由Cauchy-Schwarz不等式,估计 (2.5.5)中取m = r,以及引理 2.7.3,

∣∣∣
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
ijw −Qh∂

2
ijw) · ni, v0 − vb〉∂T

∣∣∣

≤
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h3
T‖∂j(∂

2
ijw −Qh∂

2
ijw)‖2

∂T

) 1
2 ·

( ∑

T∈Th

h−3
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤Chr−1 ‖w‖r+1 |||v|||.

(2.8.5)

由 (2.8.4), (2.8.5),

|I2(w, v)| ≤ Chr−1(‖w‖r+1 + δk,2‖w‖4) |||v|||,

从而, (2.8.3)得证.引理得证. ¤

引引引理理理2.8.2.假设 w ∈ Hr+1(Ω), v ∈ V 0
h , r ∈ [2, k].存在常数 C,使得

|I3(w, v)|+ |I4(w, v)| ≤ Chr−1‖w‖r+1|v|h, (2.8.6)

其中,

|v|h = s(v, v)
1
2 . (2.8.7)
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证明由 Cauchy-Schwarz不等式,估计 (2.5.6)中取m = r,

|I3(w, v)| =
∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

h−1
T 〈∇Q0w −∇w, Qb(∇v0)− vg〉∂T

∣∣∣∣∣

≤
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖∇Q0w −∇w‖2

∂T

) 1
2

·
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Qb(∇v0)− vg‖2

∂T

) 1
2

≤Chr−1‖w‖r+1 |v|h.

(2.8.8)

由 Cauchy-Schwarz不等式,估计 (2.5.7)中取m = r,

|I4(w, v)| =
∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

h−3
T 〈Q0w − w, Qbv0 − vb〉∂T

∣∣∣∣∣

≤
( ∑

T∈Th

h−3
T ‖Q0w − w‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−3
T ‖Qbv0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤Chr−1‖w‖r+1 |v|h.

(2.8.9)

由 (2.8.8)-(2.8.9),引理得证. ¤

以下定理给出了误差函数 eh 在 ||| · |||-范数意义下的估计,其本质为在 H2

等价范数意义下的估计.

定定定理理理2.8.1.令 k ≥ 2. 假设 uh 是WG算法 1的有限元解;重调和方程 (2.2.1)的

真解 u充分正则,使得 u ∈ Hmax{k+1,4}(Ω).存在常数 C,使得

|||uh −Qhu||| ≤ Chk−1
(
‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)
. (2.8.10)

也即在 H2等价范数意义下达到了最优阶误差估计.
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证明在误差方程 (2.6.2)中,取 v = eh,

|||eh|||2 =φu(eh)

=I1(u, eh) + I2(u, eh) + I3(u, eh) + I4(u, eh).

由估计 (2.8.2), (2.8.3),以及 (2.8.6)中取 w = u, v = eh,

|||eh|||2 ≤ Chk−1
(
‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)
|||eh|||,

定理得证. ¤

接下来,我们分别建立误差函数 eh = {e0, eb, eg}的三个分量 e0、 eb 和 eg

在标准的 L2范数意义下的估计.为此,考虑对偶问题:

∆2ψ = e0 在 Ω,

ψ = 0 在 ∂Ω,

∂ψ

∂n
= 0 在 ∂Ω.

(2.8.11)

假设对偶问题 (2.8.11)具有 H4正则性假设:

‖ψ‖4 ≤ C‖e0‖. (2.8.12)

定定定理理理2.8.2.令 k ≥ 2, t0 = min{k, 3}. 假设 uh = {u0, ub, ug}是WG算法 1的有

限元解; 重调和方程 (2.2.1)的真解 u充分正则,使得当 k = 2时, u ∈ H4(Ω),

否则 u ∈ Hk+1(Ω);且对偶问题 (2.8.11)具有 H4正则性假设 (2.8.12).存在常数

C,使得

‖Q0u− u0‖ ≤ Chk+t0−2
(
‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)
. (2.8.13)

也即当 k = 2时,在 L2 范数意义下达到了次最优阶误差估计;当 k ≥ 3时,在

L2范数意义下达到了最优阶误差估计.
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证明 (2.8.11)两端作用 e0,由分部积分,

‖e0‖2 =(∆2ψ, e0)

=
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

{
(∂2

ijψ, ∂2
ije0)T − 〈∂2

ijψ, ∂ie0 · nj〉∂T + 〈∂j(∂
2
ijψ) · ni, e0〉∂T

}

=
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

{
(∂2

ijψ, ∂2
ije0)T − 〈∂2

ijψ, (∂ie0 − egi) · nj〉∂T

+ 〈∂j(∂
2
ijψ) · ni, e0 − eb〉∂T

}
,

由于内部边互相抵消,且 eb 和 egi 在 ∂Ω上为 0,故在上述等式中增加的与 eb,

egi有关的项为 0.在 (2.6.4)中,取 u = ψ, v0 = eh,

‖e0‖2 =(∂2
wQhψ, ∂2

weh)h

+
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

{
〈∂j(∂

2
ijψ −Qh(∂2

ijψ)) · ni, e0 − eb〉∂T

− 〈∂2
ijψ −Qh∂

2
ijψ, (∂ie0 − egi) · nj〉∂T

}

=(∂2
wQhψ, ∂2

weh)h − φψ(eh) + s(Qhψ, eh).

(2.8.14)

由误差方程 (2.6.2),

(∂2
wQhψ, ∂2

weh)h = φu(Qhψ)− s(eh, Qhψ). (2.8.15)

将 (2.8.15)代入到 (2.8.14),

‖e0‖2 = φu(Qhψ)− φψ(eh). (2.8.16)
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在引理 2.8.1- 2.8.2中,取 r = t0 = min{k, 3},由正则性假设 (2.8.12),

|φψ(eh)| ≤ Cht0−1(‖ψ‖t0+1 + h‖ψ‖4)|||eh|||

≤ Cht0−1‖ψ‖4|||eh|||

≤ Cht0−1‖e0‖|||eh|||.

(2.8.17)

下估计 (2.8.16)中的项 φu(Qhψ).由 (2.8.1),

φu(Qhψ) =
4∑

j=1

Ij(u,Qhψ). (2.8.18)

在引理 2.8.2中,取 r = k,

|I3(u,Qhψ)|+ |I4(u,Qhψ)| ≤ Chk−1‖u‖k+1|Qhψ|h. (2.8.19)

由 (2.8.7),

|Qhψ|2h =
∑

T∈Th

(
h−3

T ‖Qb(Q0ψ)−Qbψ‖2
∂T + h−1

T ‖Qb(∇Q0ψ)−Qb∇ψ‖2
∂T

)

≤
∑

T∈Th

(
h−3

T ‖Q0ψ − ψ‖2
∂T + h−1

T ‖∇(Q0ψ)−∇ψ‖2
∂T

)
.

由迹不等式 (1.4.10),投影算子 Q0的误差估计,

|Qhψ|h ≤ Cht0−1‖ψ‖t0+1 ≤ Cht0−1‖ψ‖4 ≤ Cht0−1‖e0‖.

将上述估计代入 (2.8.19),

|I3(u,Qhψ)|+ |I4(u,Qhψ)| ≤ Chk+t0−2‖u‖k+1‖e0‖. (2.8.20)

为估计 I1(u,Qhψ)和 I2(u,Qhψ),我们讨论检验函数 Qhψ 的特殊性质. 为
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此,由 Qb的正交性,以及在 ∂Ω, ψ = Qbψ = 0,

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, ψ −Qbψ〉∂T

=
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j∂
2
iju · ni, ψ −Qbψ〉∂T = 0.

从而

I2(u,Qhψ) = −
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, Q0ψ −Qbψ〉∂T

= −
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, Q0ψ − ψ〉∂T .

由 Cauchy-Schwarz不等式和 L2投影的标准误差估计,

|I2(u,Qhψ)| ≤
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

‖∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju)‖∂T‖Q0ψ − ψ‖∂T

≤Chk+t0−2(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4) ‖ψ‖t0+1

≤Chk+t0−2(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4) ‖ψ‖4

≤Chk+t0−2(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4)‖e0‖.

(2.8.21)

同理,

|I1(u,Qhψ)| ≤ Chk+t0−2‖u‖k+1‖e0‖. (2.8.22)
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将 (2.8.20), (2.8.21), (2.8.22)代入 (2.8.18),

|φu(Qhψ)| ≤ Chk+t0−2(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4)‖e0‖. (2.8.23)

将 (2.8.17), (2.8.23)代入 (2.8.16),

‖e0‖2 ≤ C(ht0−1|||eh|||+ hk+t0−2(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4))‖e0‖,

再由定理 2.8.1中的估计 (2.8.10),定理得证. ¤

定定定理理理2.8.3.令 k ≥ 2, t0 = min{k, 3}. 假设 uh = {u0, ub, ug}是WG算法 1的有

限元解;重调和方程 (2.2.1)的真解 u充分正则,使得当 k = 2时, u ∈ H4(Ω),否

则 u ∈ Hk+1(Ω);且对偶问题 (2.8.11)具有 H4正则性假设 (2.8.12).定义

‖ub‖ =
( ∑

T∈Th

hT‖ub‖2
∂T

) 1
2
. (2.8.24)

存在常数 C,使得

‖Qbu− ub‖ ≤ Chk+t0−2(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4).

也即当 k = 2时,在 L2 范数意义下达到了次最优阶误差估计;当 k ≥ 3时,在

L2范数意义下达到了最优阶误差估计.

证明在误差方程 (2.6.2)中,取 v = {0, eb, 0},则

∑

T∈Th

( d∑

i,j=1

(∂2
ij,weh, ∂

2
ij,wv)T + h−3

T 〈Qbe0 − eb,−eb〉∂T

)

=−
∑

T∈Th

( d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni,−eb〉∂T

+ h−3
T 〈QbQ0u−Qbu,−eb〉∂T

)
.

(2.8.25)
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在 (2.3.4)中,取 ϕ = ∂2
ij,weh,

(∂2
ij,w,r,T v, ∂2

ij,weh)T = −〈eb, ∂j(∂
2
ij,weh) · ni〉∂T . (2.8.26)

将 (2.8.26)代入 (2.8.25),

∑

T∈Th

( d∑

i,j=1

−〈eb, ∂j(∂
2
ij,weh) · ni〉∂T + h−3

T 〈Qbe0 − eb,−eb〉∂T

)

=−
∑

T∈Th

( d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni,−eb〉∂T

+ h−3
T 〈QbQ0u−Qbu,−eb〉∂T

)
.

上式整理得

∑

T∈Th

h−3
T 〈eb, eb〉∂T

=
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈eb, ∂j(∂
2
ij,weh) · ni〉∂T +

∑

T∈Th

h−3
T 〈Qbe0, eb〉∂T

+
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, eb〉∂T

+
∑

T∈Th

h−3
T 〈QbQ0u−Qbu,−eb〉∂T

=J1 + J2 + J3 + J4,

(2.8.27)

其中 Ji (i = 1, 2, 3, 4) 依次定义.以下分别估计 Ji (i = 1, 2, 3, 4). 对于 J1, 由
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Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.24),逆不等式 (1.4.23),

∣∣∣
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈eb, ∂j(∂
2
ij,weh) · ni〉∂T

∣∣∣

≤ C
( ∑

T∈Th

hT‖eb‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h−1
T ‖∂j(∂

2
ij,weh) · ni‖2

∂T

) 1
2

≤ C‖eb‖
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h−4
T ‖∂2

ij,weh‖2
T

) 1
2

≤ Ch−2|||eh|||‖eb‖.

对于 J2,由 Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.24),

∣∣∣
∑

T∈Th

h−3
T 〈Qbe0, eb〉∂T

∣∣∣

≤ C
( ∑

T∈Th

hT‖eb‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−7
T ‖Qbe0‖2

∂T

) 1
2

≤ C‖eb‖
( ∑

T∈Th

h−7
T ‖e0‖2

∂T

) 1
2

≤ C‖eb‖
( ∑

T∈Th

h−8
T ‖e0‖2

T

) 1
2

≤ Ch−4‖eb‖‖e0‖.
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对于 J3,由 Cauchy-Schwarz不等式, (2.5.5),

∣∣∣
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni,−eb〉∂T

∣∣∣

≤ Ch−2
( ∑

T∈Th

hT‖eb‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h3
T‖∂j(∂

2
iju−Qh∂

2
iju)‖2

∂T

) 1
2

≤ Chk−3‖eb‖(‖u‖k+1 + hδk,2‖u‖4).

对于 J4,由 Cauchy-Schwarz不等式, (2.5.7),

∣∣∣
∑

T∈Th

h−3
T 〈QbQ0u−Qbu,−eb〉∂T

∣∣∣

≤ Ch−2
( ∑

T∈Th

hT‖eb‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−3
T ‖QbQ0u−Qbu‖2

∂T

) 1
2

≤ Chk−3‖eb‖‖u‖k+1.

由 (2.8.27), J1-J4的估计,以及有限元剖分 Th的形状正则性假设,

h−4‖eb‖2 ≤ C
∑

T∈Th

h−3
T 〈eb, eb〉∂T

≤ C(h−2|||eh|||+ h−4‖e0‖+ hk−3(‖u‖k+1 + hδk,2‖u‖4)

+hk−3‖u‖k+1)‖eb‖.

再由 (2.8.10), (2.8.13),

‖eb‖ ≤ C
(
h2|||eh|||+ ‖e0‖+ hk+1(‖u‖k+1 + hδk,2‖u‖4) + hk+1‖u‖k+1

)
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≤ C
(
h2 · hk−1

(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)
+ hk+t0−2

(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)

+hk+1(‖u‖k+1 + hδk,2‖u‖4) + hk+1‖u‖k+1

)

≤ Chk+t0−2
(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)
.

定理得证. ¤

定定定理理理2.8.4.令 k ≥ 2, t0 = min{k, 3}. 假设 uh = {u0, ub, ug}是WG算法 1的有

限元解;重调和方程 (2.2.1)的真解 u充分正则,使得当 k = 2时, u ∈ H4(Ω),否

则 u ∈ Hk+1(Ω);且对偶问题 (2.8.11)具有 H4正则性假设 (2.8.12).定义

‖ug‖ =
( ∑

T∈Th

hT‖ug‖2
∂T

) 1
2
. (2.8.28)

存在常数 C,使得

‖Qb(∇u)− ug‖ ≤ Chk+t0−3(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4).

也即当 k = 2时,在 L2 范数意义下达到了次最优阶误差估计;当 k ≥ 3时,在

L2范数意义下达到了最优阶误差估计.

证明在误差方程 (2.6.2)中,取 v = {0, 0, eg},则

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

(∂2
ij,weh, ∂

2
ij,wv)T +

∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(∇e0)− eg,−eg〉∂T

=
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju),−egi · nj〉∂T

+ h−1
T 〈Qb(∇Q0u)−Qb(∇u),−eg〉∂T .

(2.8.29)
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在 (2.3.4)中,取 ϕ = ∂2
ij,weh,

(∂2
ij,w,r,T v, ∂2

ij,weh)T = 〈egi · nj, ∂
2
ij,weh〉∂T . (2.8.30)

将 (2.8.30)代入 (2.8.29),

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈egi · nj, ∂
2
ij,weh〉∂T +

∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(∇e0)− eg,−eg〉∂T

=
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju),−egi · nj〉∂T

+h−1
T 〈Qb(∇Q0u)−Qb(∇u),−eg〉∂T ,

上式整理得

∑

T∈Th

h−1
T 〈−eg,−eg〉∂T

=−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈egi · nj, ∂
2
ij,weh〉∂T +

∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(∇e0), eg〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju), egi · nj〉∂T

+
∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(∇Q0u)−Qb(∇u),−eg〉∂T

=J1 + J2 + J3 + J4,

(2.8.31)

其中 Ji (i = 1, · · · , 4) 依次定义.以下分别估计 Ji (i = 1, · · · , 4). 对于 J1,由
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Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.24),

∣∣∣
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈egi · nj, ∂
2
ij,weh〉∂T

∣∣∣

≤ C
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

hT‖egi‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h−1
T ‖∂2

ij,weh‖2
∂T

) 1
2

≤ C‖eg‖
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

h−2
T ‖∂2

ij,weh‖2
T

) 1
2

≤ Ch−1‖eg‖|||eh|||.

对于 J2,由 Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.24),逆不等式 (1.4.23),

∣∣∣
∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(∇e0), eg〉∂T

∣∣∣

≤ C
( ∑

T∈Th

h−3
T ‖Qb(∇e0)‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

hT‖eg‖2
∂T

) 1
2

≤ C
( ∑

T∈Th

h−6
T ‖e0‖2

T

) 1
2‖eg‖

≤ Ch−3‖e0‖‖eg‖.

对于 J3,由 Cauchy-Schwarz不等式, (2.5.4),

∣∣∣
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju), egi · nj〉∂T

∣∣∣

≤ Ch−1
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

hT‖∂2
iju−Qh(∂2

iju)‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

hT‖egi‖2
∂T

) 1
2

≤ Chk−2‖u‖k+1‖eg‖.
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对于 J4,由 Cauchy-Schwarz不等式, (2.5.6),

∣∣∣
∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(∇Q0u)−Qb(∇u),−eg〉∂T

∣∣∣

≤ Ch−1
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Qb(∇Q0u)−Qb(∇u)‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

hT‖eg‖2
∂T

) 1
2

≤ Chk−2‖u‖k+1‖eg‖.

由 (2.8.31), J1-J4的估计,以及有限元剖分 Th的形状正则性假设,

h−2‖eg‖2 ≤C
∑

T∈Th

h−1
T 〈−eg,−eg〉∂T

≤C(h−1|||eh|||+ h−3‖e0‖+ hk−2‖u‖k+1)‖eg‖.

再由 (2.8.10), (2.8.13),

‖eg‖ ≤C(h|||eh|||+ h−1‖e0‖+ hk‖u‖k+1)

≤C
(
h · hk−1(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4) + h−1 · hk+t0−2(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4)

+ hk‖u‖k+1

)

≤Chk+t0−3(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4).

定理得证. ¤
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第第第 3章章章 重重重调调调和和和方方方程程程的的的弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法的的的数数数值值值实实实验验验

基于本文第二章提出的WG有限元方法,本章将推导相应的数值计算格

式,特别将提出一种 Schur补矩阵形式. 关于数值实验,本章将分别从变分和

Schur补矩阵形式出发,对WG有限元格式进行多种数值实验. 数值实验结果

充分验证了第二章所建立的WG有限元方法的收敛精度.

为简便起见,本章将以最低阶元即分片二次元 k = 2为例阐述. 取有限元

空间

Ṽh = {v = {v0, vb, vg}, v0 ∈ P2(T ), vb ∈ P0(e), vg ∈ [P0(e)]
2, T ∈ Th, e ∈ Eh}.

对任意给定的 v = {v0, vb, vg} ∈ Ṽh,其离散弱二阶偏导数 ∂2
ij,w,r,T v在每个单元

T 为常数.具体计算方法如下: 对任意的 ϕ ∈ P0(T ),满足

(∂2
ij,w,r,T v, ϕ)T = (v0, ∂

2
jiϕ)T − 〈vb, ∂jϕ · ni〉∂T + 〈vgi · nj, ϕ〉∂T , i, j = 1, 2.

即

(∂2
ij,w,r,T v, ϕ)T = 〈vgi · nj, ϕ〉∂T , i, j = 1, 2.

取 ϕ = 1即可通过上式计算相应的离散弱二阶偏导数.定义如下范数:

|||v||| =

( ∑

T∈Th

( d∑

i,j=1

∫

T

(∂2
ij,wv)2dx + h−1

T

∫

∂T

|Qb(∇v0)− vg|2ds

+h−3
T

∫

∂T

(Qbv0 − vb)
2ds

)) 1
2

, (离散 H2 -范),
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‖v‖ =
( ∑

T∈Th

∫

T

v2
0dx

) 1
2
, (基于元的 L2 -范),

‖vb‖∞ = max
e∈Eh

‖vb‖∞,e, (基于边的 L∞ -范),

‖vg‖∞ = max
e∈Eh

‖vg‖∞,e, (基于边的 L∞ -范).

我们的数值试验所选的区域是单位正方形 Ω = (0, 1)2. 在每个算例中,根

据给定真解我们计算出右端函数 f = f(x, y),以及相应的 Dirichlet和 Neumann

边界值.数值试验将在两类剖分上实施: (1)一致三角剖分, (2)一致矩形剖分.

其中一致矩形剖分通过将区域 Ω划分为 n×n个子矩形得到.一致三角剖分则

是在一致矩形剖分基础上,将矩形剖分中每个矩形单元通过一个斜率为负的

直线划分为 2个直角三角形得到.网格大小为 h = 1/n.

3.1 基基基于于于变变变分分分形形形式式式的的的弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法的的的数数数值值值实实实验验验

本节以一致三角剖分下最低阶元 k = 2为例阐述WG算法 1的基于变分

形式的程序实现的详细过程,并给出相关的数值实验结果.

3.1.1程程程序序序实实实现现现

WG算法 1中,记 (2.4.2)的左端为

a(uh, v) = (∂2
wuh, ∂

2
wv)h + s(uh, v).

在每个单元 T 上, u0 ∈ P2(T ), 基函数取为二次多项式 φ0,j,T (x) (j =

1, · · · , 6); ub ∈ P0(e), 基函数取为 φb,1,T (x) = (1, 0, 0)′, φb,2,T (x) = (0, 1, 0)′,

φb,3,T (x) = (0, 0, 1)′; ug ∈ [P0(e)]
2, 基函数取为 φg,1,T (x) = (1, 0, 0, 0, 0, 0)′,

φg,2,T (x) = (0, 0, 1, 0, 0, 0)′, φg,3,T (x) = (0, 0, 0, 0, 1, 0)′, φg,4,T (x) =

(0, 1, 0, 0, 0, 0)′, φg,5,T (x) = (0, 0, 0, 1, 0, 0)′, φg,6,T (x) = (0, 0, 0, 0, 0, 1)′,则

u0 =
6∑

j=1

u0,T,jφ0,j,T (x),
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ub =
3∑

j=1

ub,T,jφb,j,T (x),

ug =
6∑

j=1

ug,T,jφg,j,T (x).

令 uh =
∑15

i=1 uiφi, 其中 φi = {φ0,i,T , 0, 0} (i = 1, · · · , 6), φi+6 =

{0, φb,i,T , 0} (i = 1, · · · , 3), φi+9 = {0, 0, φg,i,T} (i = 1, · · · , 6), 则在单元 T

上,变分形式 (2.4.2)为

aT (uh, φj) = (f, φj), j = 1, · · · , 15. (3.1.1)

这里,

aT (uh, vh) =
2∑

k,l=1

(∂kl,wuh, ∂kl,wvh)T

+ h−1
T 〈Qb(∇u0)− ug, Qb(∇v0)− vg〉∂T

+ h−3
T 〈Qbu0 − ub, Qbv0 − vb〉∂T ,

且

a(uh, vh) =
∑

T∈Th

aT (uh, vh).

基于单元变分形式 (3.1.1),单元刚度矩阵 A = (Aij)15×15可计算如下.

当 i = 1, · · · , 6, j = 1, · · · , 6,

Aij = aT (φi, φj) =
2∑

k,l=1

(∂kl,wφ0,i,T , ∂kl,wφ0,j,T )T

+h−1
T 〈Qb(∇φ0,i,T ), Qb(∇φ0,j,T )〉∂T

+h−3
T 〈Qbφ0,i,T , Qbφ0,j,T 〉∂T .
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当 i = 1, · · · , 6, j = 7, · · · , 9,

Aij = aT (φi, φj) =
2∑

k,l=1

(∂kl,wφ0,i,T , ∂kl,wφb,j−6,T )T

+ h−3
T 〈Qbφ0,i,T ,−φb,j−6,T 〉∂T .

当 i = 1, · · · , 6, j = 10, · · · , 15,

Aij = aT (φi, φj) =
2∑

k,l=1

(∂kl,wφ0,i,T , ∂kl,wφg,j−9,T )T

+ h−1
T 〈Qb(∇φ0,i,T ),−φg,j−9,T 〉∂T .

当 i = 7, · · · , 9, j = 1, · · · , 6,

Aij = aT (φi, φj) =
2∑

k,l=1

(∂kl,wφb,i−6,T , ∂kl,wφ0,j,T )T

+ h−3
T 〈−φb,i−6,T , Qbφ0,j,T 〉∂T .

当 i = 7, · · · , 9, j = 7, · · · , 9,

Aij = aT (φi, φj) =
2∑

k,l=1

(∂kl,wφb,i−6,T , ∂kl,wφb,j−6,T )T

+ h−3
T 〈φb,i−6,T , φb,j−6,T 〉∂T .

当 i = 7, · · · , 9, j = 10, · · · , 15,

Aij = aT (φi, φj) =
2∑

k,l=1

(∂kl,wφb,i−6,T , ∂kl,wφg,j−9,T )T .
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当 i = 10, · · · , 15, j = 1, · · · , 6,

Aij = aT (φi, φj) =
2∑

k,l=1

(∂kl,wφg,i−9,T , ∂kl,wφ0,j,T )T

+ h−1
T 〈−φg,i−9,T , Qb(∇(φ0,j,T ))〉∂T .

当 i = 10, · · · , 15, j = 7, · · · , 9,

Aij = aT (φi, φj) =
2∑

k,l=1

(∂kl,wφg,i−9,T , ∂kl,wφb,j−6,T )T .

当 i = 10, · · · , 15, j = 10, · · · , 15,

Aij = aT (φi, φj)T =
2∑

k,l=1

(∂kl,wφg,i−9,T , ∂kl,wφg,j−9,T )T

+ h−1
T 〈−φg,i−9,T ,−φg,j−9,T 〉∂T .

为计算单元刚度矩阵 A = (Aij)15×15,需计算以下各项:

1.计算 ∂2
kl,wφ0,i,T , i = 1, · · · , 6 (k, l = 1, 2).

由 ∂2
kl,w 定义知,

∂2
kl,wφ0,i,T = 0, i = 1, · · · , 6 (k, l = 1, 2).

2.计算 ∂2
kl,wφb,i,T , i = 1, · · · , 3 (k, l = 1, 2).

由 ∂2
kl,w 定义知,

∂2
kl,wφb,i,T = 0, i = 1, · · · , 3 (k, l = 1, 2).

3.计算 ∂2
kl,wφg,i,T , i = 1, · · · , 6 (k, l = 1, 2).
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由 ∂2
kl,w 定义知,

∂2
kl,wφg,1,T =

∫
e1

(φg,1,T |e1)k(n1)lds

|T | =
|e1| · (φg,1,T |e1)k(n1)l

|T | ,

∂2
kl,wφg,2,T =

∫
e2

(φg,2,T |e2)k(n2)lds

|T | =
|e2| · (φg,2,T |e2)k(n2)l

|T | ,

∂2
kl,wφg,3,T =

∫
e3

(φg,3,T |e3)k(n3)lds

|T | =
|e3| · (φg,3,T |e3)k(n3)l

|T | ,

∂2
kl,wφg,4,T =

∫
e1

(φg,4,T |e1)k(n1)lds

|T | =
|e1| · (φg,4,T |e1)k(n1)l

|T | ,

∂2
kl,wφg,5,T =

∫
e2

(φg,5,T |e2)k(n2)lds

|T | =
|e2| · (φg,5,T |e2)k(n2)l

|T | ,

∂2
kl,wφg,6,T =

∫
e3

(φg,6,T |e3)k(n3)lds

|T | =
|e3| · (φg,6,T |e3)k(n3)l

|T | ,

其中, n1, n2, n3表示边 e1, e2, e3的单位外法向. φg,1,T |e1 =

(
1

0

)
, φg,2,T |e2 =

(
1

0

)
, φg,3,T |e3 =

(
1

0

)
, φg,4,T |e1 =

(
0

1

)
, φg,5,T |e2 =

(
0

1

)
, φg,6,T |e3 =

(
0

1

)
. (ni)l (i = 1, 2, 3)表示向量 ni (i = 1, 2, 3)的第 l个分量. |ei| (i = 1, 2, 3)

表示边 ei (i = 1, 2, 3)的长度. |T |表示单元 T 的面积.

4.计算 Qb(∇φ0,i,T ), i = 1, · · · , 6.

令 Qb(∇φ0,i,T ) =
∑6

i=1 ciφg,i,T .由投影定义,

〈Qb

(
∂φ0,i,T

∂x
∂φ0,i,T

∂y

)
, φg,j,T 〉∂T = 〈

(
∂φ0,i,T

∂x
∂φ0,i,T

∂y

)
, φg,j,T 〉∂T , j = 1, · · · , 6,

即

〈
6∑

i=1

ciφg,i,T , φg,j,T 〉∂T = 〈
(

∂φ0,i,T

∂x
∂φ0,i,T

∂y

)
, φg,j,T 〉∂T , j = 1, · · · , 6,
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易得

c1 =

∫
e1

∂φ0,i,T

∂x ds

|e1| , c2 =

∫
e2

∂φ0,i,T

∂x ds

|e2| , c3 =

∫
e3

∂φ0,i,T

∂x ds

|e3| ,

c4 =

∫
e1

∂φ0,i,T

∂y ds

|e1| , c5 =

∫
e2

∂φ0,i,T

∂y ds

|e2| , c6 =

∫
e3

∂φ0,i,T

∂y ds

|e3| .

5.计算 Qbφ0,i,T , i = 1, · · · , 6.

令 Qbφ0,i,T =
∑3

i=1 ciφb,i,T .由投影定义,

〈Qbφ0,i,T , φb,j,T 〉∂T = 〈φ0,i,T , φb,j,T 〉∂T , j = 1, 2, 3,

即

〈
3∑

i=1

ciφb,i,T , φb,j,T 〉∂T = 〈φ0,i,T , φb,j,T 〉∂T , j = 1, 2, 3,

易得

c1 =

∫
e1

φ0,i,T ds

|e1| , c2 =

∫
e2

φ0,i,T ds

|e2| , c3 =

∫
e3

φ0,i,T ds

|e3| .

在程序具体实现过程中,首先计算单元刚度矩阵和单元荷载向量,然后合

成总体刚度矩阵以及总体右端项.再根据边界条件作相应的边界处理,然后求

解相应代数方程组以得到WG有限元解. 最后计算各种误差. 为计算 ||| · |||-范
的误差,我们需计算 Q0u, Qbu和 Qb(∇u). 为方便起见，我们这里仅对一个单

元的情况给出具体计算过程和方法.

首先给出 Q0u计算方法和步骤.

令 Q0u =
∑6

i=1 ciφ0,i,T ,由投影定义,

∫

T

Q0uφ0,j,T =

∫

T

uφ0,j,T , j = 1, · · · , 6.

相应的矩阵形式为




(φ0,1,T , φ0,1,T )T · · · (φ0,1,T , φ0,6,T )T

...
...

...

(φ0,6,T , φ0,1,T )T · · · (φ0,6,T , φ0,6,T )T







c1

...

c6


 =




∫
T uφ0,1,T dx

...∫
T uφ0,6,T dx


 .
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从而,求得 ci (i = 1, · · · , 6).

接下来,我们给出 Qbu的计算方法和步骤.

令 Qbu =
∑9

i=7 ciφi,b,其中 φi,b =

{
1, 边 ei−6

0, 其它边
(i = 7, 8, 9). 由投影定义

知， ∫

ej−6

Qbuφj,bds =

∫

ej−6

uφj,bds, j = 7, · · · , 9,

即 ∫

ej−6

9∑

i=7

ciφi,bφj,bds =

∫

ej−6

uφj,bds, j = 7, · · · , 9,

易得

ci =

∫
ei−6

uds

|ei−6| , i = 7, · · · , 9.

最后计算 Qb(∇u).

令 Qb(∇u) =
∑12

i=10 ciφi,g1 +
∑15

i=13 ciφi,g2,其中 φi,g1 =

{
(1, 0)′, 边 ei−9

(0, 0)′, 其它边

(i = 10, 11, 12), φi,g2 =

{
(0, 1)′, 边 ei−12

(0, 0)′, 其它边
(i = 13, 14, 15).由投影定义,

∫

ej−9

Qb(∇u)φj,g1ds =

∫

ej−9

∇uφj,g1ds, j = 10, · · · , 12,

即

∫

ej−9

( 12∑

i=10

ciφi,g1 +
15∑

i=13

ciφi,g2

)
φj,g1ds =

∫

ej−9

∇uφj,g1ds, j = 10, · · · , 12,

即

∫

ej−9

( 12∑

i=10

ciφi,g1

)
φj,g1ds =

∫

ej−9

(
∂u
∂x
∂u
∂y

)
φj,g1ds, j = 10, · · · , 12,
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易得

ci =

∫
ei−9

∂u
∂xds

|ei−9| , i = 10, · · · , 12.

同理,

ci =

∫
ei−12

∂u
∂y ds

|ei−12| , i = 13, · · · , 15.

3.1.2数数数值值值计计计算算算结结结果果果

本小节给出基于变分形式的WG算法 1在一致三角剖分下不同真解所对

应的数值结果.数值结果清楚地验证了第二章所建立的WG有限元收敛理论.

表 3-1给出了真解 u = x2 + y2 + xy + x + y + 1的数值结果.理论上, WG

算法 1对于二次多项式是精确的. 换言之,数值结果与真解的 L2 投影应一致.

此表明确显示WG有限元解就是真解的投影,该实验的主要目的是验证程序

的正确性.

表 3-1一致三角剖分上真解 u = x2 + y2 + xy + x + y + 1对应的数值误差.

h ‖Q0u− u0‖ |||uh −Qhu|||
1 2.568955748600734e-0145.974941461088302e-014

5.0000e-01 3.134068575249911e-0142.061464885899755e-013

2.5000e-01 8.079883007085310e-0141.167666662425914e-012

1.2500e-01 2.700429964305757e-0137.422329368471330e-012

6.2500e-02 2.333443702945186e-0127.893676001981001e-011

3.1250e-02 2.794618066103603e-0111.002086193020140e-009

1.5625e-02 4.705734171091537e-0113.745874965247248e-009

表 3-2给出了真解 u = x2(1− x)2y2(1− y)2 的数值结果.该真解所对应的

重调和方程具齐次 Dirichlet和 Neumann边界值.数值结果表明WG算法 1的

解在 H2和 L2范数下的收敛阶分别为 O(h)和 O(h2),与理论结果一致.

– 85 –



第 3章 重调和方程的弱有限元方法的数值实验

表 3-2一致三角剖分上真解 u = x2(1− x)2y2(1− y)2对应的数值误差和收敛阶.

h ‖Q0u− u0‖ 阶 |||uh −Qhu||| 阶

1 0.41325894798926 0.81559800775053

5.0000e-01 0.07371160477664 2.5 0.35489969199838 1.2

2.5000e-01 0.01985915494645 1.9 0.19713754602239 0.8

1.2500e-01 0.00517619984362 1.9 0.10176602830681 1.0

6.2500e-02 0.00138330553757 1.9 0.05264921796956 1.0

3.1250e-02 3.749938763086827e-0041.9 0.02736956886938 0.9

1.5625e-02 9.976844038138141e-0051.9 0.01409016641392 1.0

表 3-3给出了真解 u = sin(πx) sin(πy)的数值结果.该真解所对应的重调

和方程具齐次 Dirichlet和非齐次 Neumann边界值.数值结果表明WG算法 1

的解在 H2和 L2范数下的收敛阶分别为 O(h)和 O(h2),与理论结果一致.

表 3-3一致三角剖分上真解 u = sin(πx) sin(πy)对应的数值误差和收敛阶.

h ‖Q0u− u0‖ 阶 |||uh −Qhu||| 阶

1 40.97063908362118 80.94178656067382

5.0000e-01 7.35268733170625 2.5 35.573874453741661.2

2.5000e-01 1.90692935294815 1.9 18.931583001132340.9

1.2500e-01 0.48719482275780 2.0 9.67726093717987 1.0

6.2500e-02 0.12627122627269 1.9 4.94321519389703 1.0

3.1250e-02 0.03270240234471 1.9 2.52054110573032 1.0

1.5625e-02 0.00835457626481 2.0 1.27502727884238 1.0

表 3-4给出了真解 u = x(1− x)y(1− y)的数值结果.该真解所对应的重调

和方程具齐次 Dirichlet和 Neumann边界值.数值结果表明WG算法 1的解在

H2和 L2范数下的收敛阶分别为 O(h)和 O(h2),与理论结果一致.
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表 3-4一致三角剖分上真解 u = x(1− x)y(1− y)对应的数值误差和收敛阶.

h ‖Q0u− u0‖ 阶 |||uh −Qhu||| 阶

1 2.05585966372125 4.05771734861522

5.0000e-01 0.32233606308233 2.7 1.59960823754093 1.3

2.5000e-01 0.06653793518379 2.3 0.70889894759431 1.2

1.2500e-01 0.01587934340160 2.1 0.34325489105243 1.0

6.2500e-02 0.00393989210753 2.0 0.17416202237165 1.0

3.1250e-02 9.690564965189616e-0042.0 0.09024988724017 0.9

1.5625e-02 2.361331321076314e-0042.0 0.04663207396691 1.0

表 3-5给出了真解 u = sin(πx) sin(πy) + x + y的数值结果.该真解所对应

的重调和方程具非齐次 Dirichlet和 Neumann边界值.数值结果表明WG算法

1的解在 H2和 L2范数下的收敛阶分别为 O(h)和 O(h2),与理论结果一致.

表 3-5一致三角剖分上真解 u = sin(πx) sin(πy) + x + y的数值误差和收敛阶.

h ‖Q0u− u0‖ 阶 |||uh −Qhu||| 阶

1 40.97063908362117 80.94178656067376

5.0000e-01 7.35268733170623 2.5 35.573874453741581.2

2.5000e-01 1.90692935294812 1.9 18.931583001132070.9

1.2500e-01 0.48719482275770 2.0 9.67726093717857 1.0

6.2500e-02 0.12627122627188 1.9 4.94321519388170 1.0

3.1250e-02 0.03270240233491 1.9 2.52054110558245 1.0

1.5625e-02 0.00835457625297 2.0 1.27502727873947 1.0

3.2 基基基于于于 Schur补补补矩矩矩阵阵阵形形形式式式的的的弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法的的的数数数值值值实实实验验验

由于引入了弱函数 v = {v0, vb, vg},第二章提出的求解重调和方程的WG

方法适用于任意多边形或多面体正则剖分. 同时,由于引入了单元边界自由度

vb, vg, WG方法离散问题的规模相对变大,从而增加了计算复杂度.一个自然
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的想法是: 是否可以消去内部自由度 v0以得到仅依赖于单元边界自由度 vb和

vg 的WG方法的 Schur补呢?回答是肯定的! 为此,本节提出WG方法的 Schur

补矩阵形式,并给出相应的计算结果.

3.2.1 Schur补补补矩矩矩阵阵阵

WG算法 1中,将 (2.4.2)的左端记作

a(uh, v) = (∂2
wuh, ∂

2
wv)h + s(uh, v),

其中 uh = {u0, ub, ug}, v = {v0, vb, vg}. 由于单元内部之间不相交,故单元内部

自由度 u0不需对 T ∈ Th求和.通过分解检验函数, (2.4.2)可改写为





a({u0, ub, ug}, {v0, 0, 0}) = f(v0), ∀v = {v0, 0, 0} ∈ V 0
h ,

a({u0, ub, ug}, {0, vb, 0}) = 0, ∀v = {0, vb, 0} ∈ V 0
h ,

a({u0, ub, ug}, {0, 0, vg}) = 0, ∀v = {0, 0, vg} ∈ V 0
h .

即

a({u0, 0, 0}, {v0, 0, 0}) + a({0, ub, 0}, {v0, 0, 0})

+ a({0, 0, ug}, {v0, 0, 0}) = f(v0),

a({u0, 0, 0}, {0, vb, 0}) + a({0, ub, 0}, {0, vb, 0})

+ a({0, 0, ug}, {0, vb, 0}) = 0,

a({u0, 0, 0}, {0, 0, vg}) + a({0, ub, 0}, {0, 0, vg})

+ a({0, 0, ug}, {0, 0, vg}) = 0.

(3.2.1)

在 每 个 单 元 T ∈ Th, u0 ∈ P2(T ), 取 基 函 数 为 二 次 多 项 式

φ0,j,T (x) (j = 1, · · · , 6); ub ∈ P0(e), 取基函数为 φb,1,T (x) = (1, 0, 0)′,

φb,2,T (x) = (0, 1, 0)′, φb,3,T (x) = (0, 0, 1)′; ug ∈ [P0(e)]
2, 取 基函 数

为 φg,1,T (x) = (1, 0, 0, 0, 0, 0)′, φg,2,T (x) = (0, 0, 1, 0, 0, 0)′, φg,3,T (x) =
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(0, 0, 0, 0, 1, 0)′, φg,4,T (x) = (0, 1, 0, 0, 0, 0)′, φg,5,T (x) = (0, 0, 0, 1, 0, 0)′,

φg,6,T (x) = (0, 0, 0, 0, 0, 1)′,则

u0 =
6∑

j=1

u0,T,jφ0,j,T (x),

ub =
3∑

j=1

ub,T,jφb,j,T (x),

ug =
6∑

j=1

ug,T,jφg,j,T (x).

对于 (3.2.1)的第一个方程,

∑

T∈Th

6∑

j=1

aT ({φ0,j,T , 0, 0}, {φ0,i,T , 0, 0})u0,T,j

+
∑

T∈Th

3∑

j=1

aT ({0, φb,j,T , 0}, {φ0,i,T , 0, 0})ub,T,j

+
∑

T∈Th

6∑

j=1

aT ({0, 0, φg,j,T}, {φ0,i,T , 0, 0})ug,T,j

=
∑

T∈Th

f(φ0,i,T ), i = 1, 2, · · · , 6,

相应的矩阵形式为

∑

T∈Th

(AT [u0,T ] + BT [ub,T ] + CT [ug,T ]) =
∑

T∈Th

[F ]T , (3.2.2)

其中,

AT =aT ({φ0,j,T , 0, 0}, {φ0,i,T , 0, 0})6×6,
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BT =aT ({0, φb,j,T , 0}, {φ0,i,T , 0, 0})6×3,

CT =aT ({0, 0, φg,j,T}, {φ0,i,T , 0, 0})6×6,

[u0,T ] =




u0,T,1

...

u0,T,6




6×1

, [ub,T ] =




ub,T,1

...

ub,T,3




3×1

,

[ug,T ] =




ug,T,1

...

ug,T,6




6×1

, [F ]T =




f(φ0,1,T )
...

f(φ0,6,T )




6×1

.

类似地, (3.2.1)第二个方程的矩阵形式为

∑

T∈Th

(
B′

T [u0,T ] + ET [ub,T ] + GT [ug,T ]
)

= 0, (3.2.3)

其中,

ET =aT ({0, φb,j,T , 0}, {0, φb,i,T , 0})3×3,

GT =aT ({0, 0, φg,j,T}, {0, φb,i,T , 0})3×6.

同理, (3.2.1)第三个方程的矩阵形式为

∑

T∈Th

(
C ′

T [u0,T ] + G′
T [ub,T ] + LT [ug,T ]

)
= 0, (3.2.4)

其中,

LT = aT ({0, 0, φg,j,T}, {0, 0, φg,i,T})6×6.

这里需要特别指出的是: 由于单元内部之间不相交,因此在 (3.2.2) 中对

T ∈ Th的求和可以省略,亦即在每个单元 T 上,成立

AT [u0,T ] + BT [ub,T ] + CT [ug,T ] = [F ]T . (3.2.5)
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但是,由于 ub, ug 在每条内部边 e ∈ E0
h 的值由以 e为公共边的两个相邻单元

共有,故在 (3.2.3)和 (3.2.4)中对 T ∈ Th的求和不能省略.

由 (3.2.5),

[u0,T ] = A−1
T [F ]T − A−1

T BT [ub,T ]− A−1
T CT [ug,T ]. (3.2.6)

将 (3.2.6)代入 (3.2.3),

∑

T∈Th

(
(ET −B′

T A−1
T BT )[ub,T ] + (GT −B′

T A−1
T CT )[ug,T ]

)

= −
∑

T∈Th

B′
T A−1

T [F ]T .

(3.2.7)

将 (3.2.6)代入 (3.2.4),

∑

T∈Th

(
(G′

T − C ′
T A−1

T BT )[ub,T ] + (LT − C ′
T A−1

T CT )[ug,T ]
)

= −
∑

T∈Th

C ′
T A−1

T [F ]T .

(3.2.8)

(3.2.7)和 (3.2.8)相应的矩阵形式为

∑

T∈Th

(
(ET −B′

T A−1
T BT ) (GT −B′

T A−1
T CT )

(G′
T − C ′

T A−1
T BT ) (LT − C ′

T A−1
T CT )

) (
[ub,T ]

ug,T

)

= −
∑

T∈Th

(
B′

T A−1
T [F ]T

C ′
T A−1

T [F ]T

)
.

(3.2.9)

(3.2.9)即为WG算法 1的 Schur补矩阵.

3.2.2程程程序序序实实实现现现

本小节给出WG算法 1的基于 Schur补矩阵形式的计算方法和程序实现

的详细过程.
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1.计算单元刚度矩阵

(
ET −B′

T A−1
T BT GT −B′

T A−1
T CT

G′
T − C ′

T A−1
T BT LT − C ′

T A−1
T CT

)

9×9

,

单元刚度矩阵中各矩阵的具体计算方法和步骤如下:

计算 AT = (aij),其中

aij = aT ({φ0,j,T , 0, 0}, {φ0,i,T , 0, 0})

=
2∑

i,j=1

(∂2
ij,w{φ0,j,T , 0, 0}, ∂2

ij,w{φ0,i,T , 0, 0})T

+h−1
T 〈Qb(∇φ0,j,T ), Qb(∇φ0,i,T )〉∂T

+h−3
T 〈Qbφ0,j,T , Qbφ0,i,T 〉∂T .

计算 BT = (bij),其中

bij = aT ({0, φb,j,T , 0}, {φ0,i,T , 0, 0})

=
2∑

i,j=1

(∂2
ij,w{0, φb,j,T , 0}, ∂2

ij,w{φ0,i,T , 0, 0})T

+h−3
T 〈−φb,j,T , Qbφ0,i,T 〉∂T .

计算 CT = (cij),其中

cij = aT ({0, 0, φg,j,T}, {φ0,i,T , 0, 0})

=
2∑

i,j=1

(∂2
ij,w{0, 0, φg,j,T}, ∂2

ij,w{φ0,i,T , 0, 0})T

+h−1
T 〈−φg,j,T , Qb(∇φ0,i,T )〉∂T .
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计算 ET = (eij),其中

eij = aT ({0, φb,j,T , 0}, {0, φb,i,T , 0})

=
2∑

i,j=1

(∂2
ij,w{0, φb,j,T , 0}, ∂2

ij,w{0, φb,i,T , 0})T

+h−3
T 〈−φb,j,T ,−φb,i,T 〉∂T .

计算 GT = (gij),其中

gij = aT ({0, 0, φg,j,T}, {0, φb,i,T , 0})

=
2∑

i,j=1

(∂2
ij,w{0, 0, φg,j,T}, ∂2

ij,w{0, φb,i,T , 0})T .

计算 LT = (lij),其中

lij = aT ({0, 0, φg,j,T}, {0, 0, φg,i,T})

=
2∑

i,j=1

(∂2
ij,w{0, 0, φg,j,T}, ∂2

ij,w{0, 0, φg,i,T})T

+h−1
T 〈−φg,j,T ,−φg,i,T 〉∂T .

2.合成总体刚度矩阵,其规模为 (9N2 + 6N)× (9N2 + 6N),其中 h = 1
N .

3.计算单元荷载向量

(
−B′

T A−1
T [F ]T

−C ′
T A−1

T [F ]T

)

9×1

.

4.合成总体荷载向量,其规模为 (9N2 + 6N)× 1.

5. 根据 WG算法 1的 Dirichlet和 Neumann边界条件做相应的边界处理,

然后求出解 [ub,T ], [ug,T ].
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A1
A2

A3A4

e1

e2

e3

e4

图 3-1矩形单元 A1A2A3A4 .

6.由 (3.2.6),计算出每个单元 T ∈ Th上的 [u0,T ].

7.计算各种离散误差.

3.2.3数数数值值值计计计算算算结结结果果果

本小节给出基于 Schur补矩阵形式的WG算法 1的数值实验结果.该数值

试验基于一致三角剖分和一致矩形剖分,且取最低阶元 k = 2. 表 3-6—表 3-11

给出了一致三角剖分上不同真解对应的数值结果.表 3-12—表 3-17给出了一

致矩形剖分上不同真解对应的数值结果.

对于矩形单元 A1A2A3A4 (见图 3-1),设其中心坐标 (x∗i , y
∗
j ),取 v0 的一组

基函数

φ1,0(x, y) =1,

φ2,0(x, y) =x− x∗i ,

φ3,0(x, y) =y − y∗j ,

φ4,0(x, y) =(x− x∗i )
2,

φ5,0(x, y) =(y − y∗j )
2,

φ6,0(x, y) =(x− x∗i )(y − y∗j ).
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取 vb 一组基函数 φ1,b = (1, 0, 0, 0)′, φ2,b = (0, 1, 0, 0)′, φ3,b = (0, 0, 1, 0)′,

φ4,b = (0, 0, 0, 1)′. 取 vg 的一组基函数为 φ1,g = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)′, φ2,g =

(0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0)′, φ3,g = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0)′, φ4,g = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)′,

φ5,g = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)′, φ6,g = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)′, φ7,g = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)′,

φ8,g = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)′.

表 3-6给出了一致三角剖分上真解 u = x2 + y2 + xy + x + y + 1的数值结

果.理论上, WG算法 1对于二次多项式是精确的. 该表显示数值结果与理论

一致.这个例子的主要功能是验证程序的正确性.

表 3-6一致三角剖分上真解 u = x2 + y2 + xy + x + y + 1对应的数值误差.

h ‖u0 −Q0u‖ |||uh −Qhu|||
1 1.731013782317004e-0142.034328491416823e-014

5.0000e-01 4.351420126148144e-0141.876220959263527e-013

2.5000e-01 1.641208580055444e-0131.602947915513757e-012

1.2500e-01 7.683543087801125e-0137.683543087801125e-013

6.2500e-02 3.653719397933948e-0129.916202159486515e-011

3.1250e-02 1.430448859525248e-0115.197614805478548e-010

表 3-7一致三角剖分上真解 u = x2 + y2 + xy + x + y + 1对应的数值误差.

h ‖ub −Qbu‖∞ ‖ug −Qb(∇u)‖∞
1 1.598721155460225e-0144.440892098500626e-016

5.0000e-01 5.817568649035820e-0146.661338147750939e-015

2.5000e-01 2.864375403532904e-0138.437694987151190e-014

1.2500e-01 1.478817068800709e-0121.185496145694742e-012

6.2500e-02 7.708500504577387e-0121.343658517782842e-011

3.1250e-02 3.136735315933947e-0119.332734585143498e-011

表 3-8-3-9给出了一致三角剖分上真解 u = x2(1− x)2y2(1− y)2的数值结

果.该真解所对应的重调和方程具齐次 Dirichlet和 Neumann边界值.数值结果
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表明WG算法 1的解在 H2 和 L2 范数下的收敛阶分别为 O(h)和 O(h2),与理

论结果一致. u在边集合 Eh上的近似解在 L∞范数下的收敛阶是 O(h2). 但是

∇u在边集合 Eh 上的近似解在 L∞ 范数下的收敛阶从数值结果很难确定. 值

得指出的是, ub和 ug 的绝对误差都很小.

表 3-8一致三角剖分上真解 u = x2(1− x)2y2(1− y)2的数值误差和收敛阶.

h ‖u0 −Q0u‖ 阶 |||uh −Qhu||| 阶

1 0.41325894798926 0.52598134793231

5.0000e-01 0.07371160477664 2.5 0.31309015394754 0.7

2.5000e-01 0.01985915494645 1.9 0.18972583179809 0.7

1.2500e-01 0.00517619984362 1.9 0.10055695990906 0.9

6.2500e-02 0.00138330553756 1.9 0.05240095759366 0.9

3.1250e-02 3.749938763186332e-0041.9 0.02729218675799 0.9

表 3-9一致三角剖分上真解 u = x2(1− x)2y2(1− y)2的数值误差和收敛阶.

h ‖ub −Qbu‖∞ 阶 ‖ug −Qb(∇u)‖∞ 阶

1 0.41494319613075 8.648530195900213e-018

5.0000e-01 0.08806531857191 2.2 0.00941881859537

2.5000e-01 0.03701393067879 1.3 0.00491550944447 0.9

1.2500e-01 0.01069353874385 1.8 0.00354107268735 0.5

6.2500e-02 0.00292920729299 1.9 0.00222033014770 0.7

3.1250e-02 7.935008119034723e-0041.9 0.00101897467437 1.1

表 3-10-3-11给出了一致三角剖分上真解 u = sin(πx) sin(πy)的数值结果.

该真解所对应的重调和方程具齐次 Dirichlet和非齐次 Neumann边界值.数值

结果表明WG算法 1的解在 H2 和 L2 范数下的收敛阶分别为 O(h)和 O(h2),

与理论结果一致. u在边集合 Eh 上的近似解在 L∞ 范数下的收敛阶是 O(h2).

但是∇u在边集合 Eh上的近似解在 L∞范数下的收敛阶从数值结果很难确定.

值得指出的是, ub和 ug 的绝对误差都很小.
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表 3-10一致三角剖分上真解 u = sin(πx) sin(πy)对应的数值误差和收敛阶.

h ‖u0 −Q0u‖ 阶 |||uh −Qhu||| 阶

1 40.97063908362131 51.87372137877299

5.0000e-01 7.35268733170618 2.5 31.426006804317810.7

2.5000e-01 1.90692935294809 1.9 18.335569861974230.8

1.2500e-01 0.48719482275760 2.0 9.58298415569967 0.9

6.2500e-02 0.12627122627227 1.9 4.92230227440197 1.0

3.1250e-02 0.03270240234848 1.9 2.51341457215226 1.0

表 3-11一致三角剖分上真解 u = sin(πx) sin(πy)对应的数值误差和收敛阶.

h ‖ub −Qbu‖∞ 阶 ‖ug −Qb(∇u)‖∞ 阶

1 40.92283467601951 1.363556509870529e-015

5.0000e-01 8.79376884840582 2.2 0.65803168682388

2.5000e-01 3.42338037611409 1.4 0.40382967358145 0.7

1.2500e-01 0.95954195528841 1.8 0.26569125177185 0.6

6.2500e-02 0.25481566437475 1.9 0.14889909731151 0.8

3.1250e-02 0.06614598725047 1.9 0.06050733349956 1.3

表 3-12-3-13给出了一致矩形剖分上真解 u = x2 + y2 + xy + x + y + 1的

数值结果.理论上, WG算法 1对于二次多项式问题是精确的. 数值实验显示

数值结果与理论一致.此表亦表明了程序的正确性.
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表 3-12一致矩形剖分上真解 u = x2 + y2 + xy + x + y + 1对应的数值误差.

h ‖u0 −Q0u‖ |||uh −Qhu|||
1 2.094817733645731e-015 0

5.0000e-01 2.475077669324458e-0154.631510279133378e-015

2.5000e-01 4.666795713797244e-0152.942276501787047e-014

1.2500e-01 1.826782864955263e-0142.557081391103430e-013

6.2500e-02 9.917452103838106e-0142.308520893359777e-012

3.1250e-02 8.767691423160327e-0132.764449113691188e-011

表 3-13一致矩形剖分上真解 u = x2 + y2 + xy + x + y + 1对应的数值误差.

h ‖ub −Qbu‖∞ ‖ug −Qb(∇u)‖∞
1 0 0

5.0000e-01 2.220446049250313e-0158.881784197001252e-016

2.5000e-01 6.661338147750939e-0153.552713678800501e-015

1.2500e-01 3.330669073875470e-0142.176037128265307e-014

6.2500e-02 1.985078768029780e-0132.744471316873387e-013

3.1250e-02 1.910027691565119e-0124.539035813877490e-012

表 3-14-3-15给出了一致矩形剖分上真解 u = x2(1− x)2y2(1− y)2的数值

结果.该真解所对应的重调和方程具齐次 Dirichlet和 Neumann边界值.数值结

果表明WG算法 1的解在 H2 和 L2 范数下的收敛阶分别为 O(h)和 O(h2),与

理论结果一致. u在边集合 Eh上的近似解在 L∞范数下的收敛阶是 O(h2). 但

是 ∇u在边集合 Eh 的近似解在 L∞ 范数下的收敛阶从数值结果很难确定. 值

得指出的是, ub和 ug 的绝对误差都很小.
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表 3-14一致矩形剖分上真解 u = x2(1− x)2y2(1− y)2的数值误差和收敛阶.

h ‖u0 −Q0u‖ 阶 |||uh −Qhu||| 阶

1 1.15052303274794 0

5.0000e-01 0.14880632713561 3.0 0.35421048021972

2.5000e-01 0.03786537210364 2.0 0.24649076475574 0.5

1.2500e-01 0.00972420054987 2.0 0.13593564514903 0.9

6.2500e-02 0.00249420182164 2.0 0.07021584962256 1.0

3.1250e-02 6.509372731260055e-0041.9 0.03598710268512 1.0

表 3-15一致矩形剖分上真解 u = x2(1− x)2y2(1− y)2的数值误差和收敛阶.

h ‖ub −Qbu‖∞ 阶 ‖ug −Qb(∇u)‖∞ 阶

1 0 0

5.0000e-01 0.15414697975305 0.01343197237944

2.5000e-01 0.06724744204559 1.2 0.00868102669640 0.6

1.2500e-01 0.01961462292282 1.8 0.00340784543287 1.3

6.2500e-02 0.00518061397426 1.9 0.00145779966297 1.2

3.1250e-02 0.00135937900409 1.9 8.774007339305179e-0040.7

表 3-16-3-17给出了一致矩形剖分上真解 u = sin(πx) sin(πy)的数值结果.

该真解所对应的重调和方程具齐次 Dirichlet和非齐次 Neumann边界值.数值

结果表明WG算法 1的解在 H2 和 L2 范数下的收敛阶分别为 O(h)和 O(h2),

与理论结果一致. u在边集合 Eh 上的近似解在 L∞ 范数下的收敛阶是 O(h2).

但是∇u在边集合 Eh上的近似解在 L∞范数下的收敛阶从数值结果很难确定.

我们特别指出,本文并未从理论上研究WG有限元解的最大模误差估计.
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表 3-16一致矩形剖分上真解 u = sin(πx) sin(πy)对应的数值误差和收敛阶.

h ‖u0 −Q0u‖ 阶 |||uh −Qhu||| 阶

1 1.138181233563997e+002 0

5.0000e-01 14.67885937917170 3.0 35.00453605608961

2.5000e-01 3.68522064659670 2.0 24.174949083536610.5

1.2500e-01 0.92210493566814 2.0 13.023114642302950.9

6.2500e-02 0.23057832406793 2.0 6.63188370129793 1.0

3.1250e-02 0.05764639149107 2.0 3.33108980482068 1.0

表 3-17一致矩形剖分上真解 u = sin(πx) sin(πy)对应的数值误差和收敛阶.

h ‖ub −Qbu‖∞ 阶 ‖ug −Qb(∇u)‖∞ 阶

1 0 0

5.0000e-01 15.17997598935519 0.07827134656657

2.5000e-01 6.33478084319226 1.3 0.05581601625211 0.5

1.2500e-01 1.77755779305656 1.8 0.01373219966459 2.0

6.2500e-02 0.45711352289390 2.0 0.00343860270926 2.0

3.1250e-02 0.11508036723417 2.0 8.712167140272342e-0042.0

关于WG方法,应该做更多的数值试验来进一步验证所建立的收敛性理

论,特别是对于次数 k > 2的有限元以及在任意二维多边形或三维多面体剖分

上的数值试验.鉴于时间的关系,这些问题只能留作将来的课题研究.
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第第第 4章章章 重重重调调调和和和方方方程程程的的的杂杂杂交交交弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法

杂交有限元方法 [1, 14, 20] 的关键思想是引入 Lagrange乘子以放松有限

元函数沿着单元边界的约束,如连续性. 目前为止,科学计算工作者们已提出

多种杂交混合有限元方法 [1, 3, 10, 11, 20, 43, 49] 和杂交间断 Galerkin (HDG)

有限元方法 [2, 14]. 基于第二章提出的WG有限元方法,本章提出求解重调和

方程 (2.2.1)的杂交WG (HWG)有限元方法,即在WG有限元方法中引入定义

在单元边界上的 Lagrange乘子以放松有限元函数在单元之间的约束. 我们建

立了 HWG有限元方法的最优阶误差估计,并推导一个实用的计算算法 (Schur

补):即消去单元内部自由度,生成一个仅依赖于单元边界自由度的规模缩小了

的线性方程组.该算法极大地降低了WG有限元方法的矩阵问题的复杂度.

4.1 杂杂杂交交交弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法

假设 Th是区域 Ω的二维多边形或三维多面体正则剖分,具体见定义 1.4.1.

记 Eh 为 Th 中所有边或面的集合, E0
h = Eh \ ∂Ω为 Th 中所有内部边或面的集

合.记 hT 为单元 T ∈ Th 的大小, h = maxT∈Th
hT 为剖分 Th 的网格大小. 弱

Hessian和离散弱 Hessian的详细内容可参考本文 2.3节.

在每个单元 T ∈ Th 上, (2.3.2)定义的 T 上所有弱函数构成的空间W(T )

在边界 ∂T 的迹是通常的 Sobolev空间 L2(∂T ) × [L2(∂T )]d. 定义空间W 和 Λ

为

W =
∏

T∈Th

W(T ), Λ =
∏

T∈Th

L2(∂T )× [L2(∂T )]d. (4.1.1)

这里要特别强调的是: 假设 e ∈ E0
h 为两个相邻单元 T1 和 T2 的公共边或平面,

对于 v = {vb, vg} ∈ W, vb 在 e上有两个值,一个值是 v 在 e ⊂ ∂T1 的值,一个

值是 v在 e ⊂ ∂T2的值,这两个值之间没有必然联系.类似地, vg 在 e上也有两

个值:一个值是∇v在 e ⊂ ∂T1的值,一个值是∇v在 e ⊂ ∂T2的值,这两个值之
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间也没有必然联系.对任意的 v ∈ W, v在 e ∈ Eh的跳度定义为

[[v[]e =

{
{vb, vg}|∂T1 − {vb, vg}|∂T2 , e ∈ E0

h,

{vb, vg}, e ⊂ ∂Ω,
(4.1.2)

其中, {vb, vg}|∂Ti 表示 {vb, vg}在边 e ⊂ ∂Ti (i = 1, 2)上的值.特别指出的是:

在 (4.1.2)中,只要在所有公式中 T1 和 T2 的求差顺序一致, T1 和 T2 的顺序是

非本质的. {vb, vg}|∂T1, {vb, vg}|∂T2 分别记作 {vb, vg}L, {vb, vg}R.

对任意的 λ ∈ Λ, λ在 e ∈ Eh的相似度定义为

〈〈λ〉〉e =

{
{λb, λg}L + {λb, λg}R, e ∈ E0

h,

{λb, λg}, e ⊂ ∂Ω.
(4.1.3)

记 〈〈λ〉〉为 λ在 Eh的相似度.

给定整数 k ≥ 2, (2.4.1)定义了离散弱函数空间Wk(T ). Wk(T )在边界 ∂T

的迹记作 Λk(∂T ),定义为

Λk(∂T ) = {λ = {λb, λg} : λb|e ∈ Pk−2(e), λg|e ∈ [Pk−2(e)]
d, e ⊂ ∂T}. (4.1.4)

由此,定义弱有限元空间Wh和 Λh为

Wh =
∏

T∈Th

Wk(T ), Λh =
∏

T∈Th

Λk(∂T ). (4.1.5)

函数在边界取 0的Wh的子空间记作W0
h,即

W0
h = {v ∈ Wh : vb|e = 0, vg|e = 0, e ⊂ ∂Ω}.

沿着所有内部边或平面连续的Wh的子空间记作 Vh,即

Vh =
{
v ∈ Wh : [[v[]e = {0, 0}, e ∈ E0

h

}
.
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函数在边界取 0的 Vh子空间记作 V0
h,即

V0
h = {v ∈ Vh : vb|e = 0, vg|e = 0, e ⊂ ∂Ω}.

沿着所有边或平面相似度为 0的 Λh的子空间记作 Ξh,即

Ξh =
{
λ ∈ Λh : 〈〈λ〉〉e = {0, 0}, e ∈ Eh

}
.

在杂交有限元方法中,通常称空间 Ξh为 Lagrange乘子空间.

在每个单元 T 上,记 Q0 为到 Pk(T )的 L2 投影.在每条边或平面 e ⊂ ∂T

上,记 Qb为到 Pk−2(e)或 [Pk−2(e)]
d的 L2投影.对任意的 q ∈ H2(Ω),定义到弱

有限元空间 Vh的投影 Qhq,使得在每个单元 T 上,

Qhq = {Q0q, Qbq, Qb(∇q)}.

对任意的 w = {w0, wb, wg} ∈ Wk(T ), v = {v0, vb, vg} ∈ Wk(T ), λ ∈
Λk(∂T ),记

aT (w, v) =
d∑

i,j=1

(∂2
ij,ww, ∂2

ij,wv)T ,

sT (w, v) =h−1
T 〈Qb(∇w0)− wg, Qb(∇v0)− vg〉∂T

+ h−3
T 〈Qbw0 − wb, Qbv0 − vb〉∂T ,

bT (v, λ) =〈v, λ〉∂T

=〈vb, λb〉∂T + 〈vg, λg〉∂T .

定义

as,T (w, v) = aT (w, v) + sT (w, v).
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对所有单元 T ∈ Th求和,得到四个双线性形式:

a(w, v) =
∑

T∈Th

aT (w, v), w, v ∈ Wh,

s(w, v) =
∑

T∈Th

sT (w, v), w, v ∈ Wh,

b(v, λ) =
∑

T∈Th

bT (v, λ), v ∈ Wh, λ ∈ Λh,

as(w, v) =
∑

T∈Th

as,T (w, v), w, v ∈ Wh.

对任意的 λ ∈ Ξh,由 Lagrange乘子空间 Ξh 的定义知,在所有的内部边或

平面 e ∈ E0
h, λL + λR = 0; 在边界边 e ⊂ ∂Ω, λ = 0. 因此,对任意的 v ∈ Wh,

λ ∈ Ξh,

b(v, λ) =
∑

e∈E0
h

〈[[v[]e, λL〉e. (4.1.6)

基于第二章提出的WG算法 (2.4.2),通过引入 Lagrange乘子,我们提出求

解重调和方程 (2.2.1)的杂交WG (HWG)有限元方法.

弱弱弱Galerkin 算算算法法法2. 求 (uh; λh) ∈ Wh×Ξh,使得在 ∂Ω, ub = Qbg, ug ·n = Qbgn,

ug · τ = Qb(∇g · τ ),且满足

as(uh, v)− b(v, λh) = (f, v0), ∀v = {v0, vb, vg} ∈ W0
h, (4.1.7)

b(uh, ρ) = 0, ∀ρ ∈ Ξh. (4.1.8)

本节余下部分讨论弱有限元方法和杂交弱有限元方法之间的关系.杂交

WG算法 (4.1.7)-(4.1.8)与WG算法 (2.4.2)等价,即杂交WG算法 (4.1.7)-(4.1.8)

的解 uh 和WG算法 (2.4.2)的解 uh 相等. 但是杂交WG算法 (4.1.7)-(4.1.8)比

WG算法 (2.4.2)更适合于求解重调和界面问题.
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对任意 v ∈ V0
h,定义

|||v||| = a
1
2
s (v, v). (4.1.9)

由引理 2.4.1, (4.1.9)定义了线性空间 V0
h 中的一个范数.

定定定理理理4.1.1.假设 uh ∈ Wh为杂交WG算法 (4.1.7)-(4.1.8)解的第一个分量.那么,

在所有内部边或平面 e ∈ E0
h 上, [[uh[]e = 0,也即 uh ∈ Vh;在 ∂Ω上, ub = Qbg,

ug · n = Qbgn, ug · τ = Qb(∇g · τ );且 uh满足方程 (2.4.2).因此, uh = ūh.

证明假设 e为两个单元 T1和 T2的公共边或平面.考虑 (4.1.8),在 e ⊂ ∂T1

上取 ρ = [[uh[]e (也即在 e ⊂ ∂T2上取 ρ = −[[uh[]e),否则取 ρ = 0.由 (4.1.6),

0 = b(uh, ρ) =
∑

T∈Th

〈uh, ρ〉∂T =

∫

e

[[uh[]2eds,

从而,在所有的内部边或平面 e ∈ E0
h 上, [[uh[]e = 0.

在 (4.1.7)中,令 v ∈ V0
h,由 b(v, λh) = 0,

as(uh, v) = (f, v0) ∀v ∈ V0
h,

此即为 (2.4.2). 由定理 2.4.1知, (2.4.2)的解存在唯一,因此, uh ≡ ūh. 定理得

证. ¤

4.2 稳稳稳定定定性性性条条条件件件

对任意的 λh ∈ Ξh,定义

‖λh‖Ξh
=

( ∑

e∈E0
h

h3
e‖λb‖2

e + he‖λg‖2
e

) 1
2
, (4.2.1)

易证 ‖λh‖Ξh
定义了有限元空间 Ξh中的一个范数.

对任意的 v = {v0, vb, vg} ∈ W0
h,定义

‖v‖W0
h

=
(
|||v|||2 +

∑

e∈E0
h

h−3
e ‖[[vb[]e‖2

e + h−1
e ‖[[vg[]e‖2

e

) 1
2
, (4.2.2)
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则 ‖ · ‖W0
h
定义了有限元空间W0

h 中的一个范数. 我们仅需证明 ‖ · ‖W0
h
的正定

性. 假设存在某个 v ∈ W0
h,使得 ‖v‖W0

h
= 0,则在所有的内部边或平面 e ∈ E0

h,

[[vb[]e = 0, [[vg[]e = 0,即 v ∈ V0
h. 由引理 2.4.1知, ||| · |||定义了线性空间 V0

h 中的

一个范数,故 v = 0.

引引引理理理4.2.1. (有界性)存在常数 C > 0,使得

|as(u, v)| ≤ C‖u‖W0
h
‖v‖W0

h
, ∀u, v ∈ W0

h, (4.2.3)

|b(v, λ)| ≤ C‖v‖W0
h
‖λ‖Ξh

, ∀v ∈ W0
h, λ ∈ Ξh. (4.2.4)

证明为证明 (4.2.3),由 Cauchy-Schwarz不等式,

|as(u, v)| =
∣∣∣

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

(∂2
ij,wu, ∂2

ij,wv)T + h−1
T 〈Qb(∇u0)− ug, Qb(∇v0)− vg〉∂T

+ h−3
T 〈Qbu0 − ub, Qbv0 − vb〉∂T

∣∣∣

≤
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

‖∂2
ij,wu‖2

T

) 1
2
( ∑

T∈Th

d∑

i,j=1

‖∂2
ij,wv‖2

T

) 1
2

+
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Qb(∇u0)− ug‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Qb(∇v0)− vg‖2

∂T

) 1
2

+
( ∑

T∈Th

h−3
T ‖Qbu0 − ub‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−3
T ‖Qbv0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤C‖u‖W0
h
‖v‖W0

h
.

下证 (4.2.4),由 Cauchy-Schwarz不等式,

|b(v, λ)| =
∣∣∣

∑

T∈Th

〈vb, λb〉∂T + 〈vg, λg〉∂T

∣∣∣
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=
∣∣∣
∑

e∈E0
h

〈[[vb[], λb〉e + 〈[[vg[], λg〉e
∣∣∣

≤
( ∑

e∈E0
h

h−3
e ‖[[vb[]‖2

e

) 1
2
( ∑

e∈E0
h

h3
e‖λb‖2

e

) 1
2

+
( ∑

e∈E0
h

h−1
e ‖[[vg[]‖2

e

) 1
2
( ∑

e∈E0
h

he‖λg‖2
e

) 1
2

≤C‖v‖W0
h
‖λ‖Ξh

.

引理得证. ¤

引引引理理理4.2.2. (强制性)存在常数 C > 0,使得

as(v, v) ≥ C‖v‖2
W0

h
, ∀v ∈ V0

h. (4.2.5)

证明对任意的 v ∈ V0
h, ‖v‖W0

h
= |||v|||.取 C = 1, (4.2.5)得证. ¤

引引引理理理4.2.3. (inf-sup条件)存在常数 C > 0,使得

sup
v∈W0

h

b(v, σ)

‖v‖W0
h

≥ C‖σ‖Ξh
, ∀σ ∈ Ξh. (4.2.6)

证明 对任意的 σ ∈ Ξh, 由 Lagrange乘子空间 Ξh 的定义知, 对任意的

e ∈ Eh, 〈〈σ〉〉e = 0.也即在所有的内部边或平面 e ∈ E0
h, σL + σR = 0;在边界边

e ⊂ ∂Ω, σ = 0.取 v = {0, h3
eσb, heσg} ∈ W0

h,

b(v, σ) =
∑

e∈E0
h

〈vL
b , σL

b 〉e + 〈vR
b , σR

b 〉e + 〈vL
g , σL

g 〉e + 〈vR
g , σR

g 〉e

=
∑

e∈E0
h

〈vL
b − vR

b , σL
b 〉e + 〈vL

g − vR
g , σL

g 〉e

= 2
∑

e∈E0
h

h3
e‖σb‖2

e + he‖σg‖2
e,

(4.2.7)
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且

s(v, v) =
∑

e∈E0
h

h−1
e h2

e‖σL
g ‖2

e + h−3
e h6

e‖σL
b ‖2

e

+ h−1
e h2

e‖σR
g ‖2

e + h−3
e h6

e‖σR
b ‖2

e

=2
∑

e∈E0
h

he‖σg‖2
e + h3

e‖σb‖2
e.

(4.2.8)

由 (2.3.4), Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.10)以及逆不等式 (1.4.23),

(∂2
ij,wv, ∂2

ij,wv)T

=
∑

e⊂∂T

−〈v∗b , ∂j(∂
2
ij,wv) · ni〉e + 〈v∗gi · nj, ∂

2
ij,wv〉e

≤
∑

e⊂∂T

h3
e‖σ∗b‖e‖∂j(∂

2
ij,wv)‖e + he‖σ∗gi‖e‖∂2

ij,wv‖e

≤C
∑

e⊂∂T

h3
e‖σ∗b‖eh

−3/2
e ‖∂2

ij,wv‖T + he‖σ∗gi‖eh
−1/2
e ‖∂2

ij,wv‖T

=C
∑

e⊂∂T

‖∂2
ij,wv‖T

(
h

3
2
e ‖σ∗b‖e + h

1
2
e ‖σ∗gi‖e

)
,

(4.2.9)

其中,根据 vb 和 e的相对位置,取 v∗b 为 vL
b 或 vR

b , v∗gi, σ∗b , σ∗gi 的取法与 v∗b 相同,

从而

‖∂2
ij,wv‖T ≤ C

∑

e⊂∂T

h
3
2
e ‖σ∗b‖e + h

1
2
e ‖σ∗gi‖e. (4.2.10)

对所有单元 T 求和,

(∂2
wv, ∂2

wv)h ≤ C
∑

e∈E0
h

d∑

i=1

(
h3

e‖σ∗b‖2
e + hT‖σ∗gi‖2

e

)
. (4.2.11)
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由 (4.2.8), (4.2.11)

|||v|||2 ≤ C
∑

e∈E0
h

h3
e‖σb‖2

e + he‖σg‖2
e = C‖σ‖2

Ξh
. (4.2.12)

注意 σL + σR = 0.因此,

h−3
e ‖[[vb[]e‖2

e + h−1
e ‖[[vg[]e‖2

e =h−3
e ‖vL

b − vR
b ‖2

e + h−1
e ‖vL

g − vR
g ‖2

e

=h−3
e ‖h3

eσ
L
b − h3

eσ
R
b ‖2

e + h−1
e ‖heσ

L
g − heσ

R
g ‖2

e

=2h3
e‖σb‖2

e + 2he‖σg‖2
e.

(4.2.13)

由 (4.2.7), (4.2.12), (4.2.13), (4.2.2),

sup
v∈W0

h

b(v, σ)

‖v‖W0
h

≥C

∑
e∈E0

h
h3

e‖σb‖2
e + he‖σg‖2

e

(
∑

e∈E0
h
h3

e‖σb‖2
e + he‖σg‖2

e)
1
2

≥C‖σ‖Ξh
,

引理得证. ¤

4.3 误误误差差差方方方程程程

假设 u和 (uh; λh) ∈ Wh × Ξh 分别为重调和方程 (2.2.1)和杂交WG算法

(4.1.7)-(4.1.8)的解.在内部边或平面集合 E0
h,定义 λ = {λb, λg}为

λb = ∂n(4u), λg = −∂n(∇u).

定义误差函数

eh = Qhu− uh, εh = Qhλ− λh. (4.3.1)

引引引理理理4.3.1.假设 u和 (uh; λh) ∈ Wh × Ξh分别为重调和方程 (2.2.1)和杂交WG
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算法 (4.1.7)-(4.1.8)的解.误差函数 eh和 εh满足方程组

as(eh, v) + b(v, εh) = `u(v), ∀v ∈ W0
h (4.3.2)

b(εh, ρ) = 0, ∀ρ ∈ Ξh, (4.3.3)

其中

`u(v) =
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju), (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, v0 − vb〉∂T

+ s(Qhu, v).

(4.3.4)

证明由 εh 的定义知, (4.3.3)显然成立. 以下证明 (4.3.2). 为此,由 (2.3.5),

对任意的 ϕ ∈ Pk−2(T ),

(ϕ, ∂2
ij,wv)T = (∂2

ijv0, ϕ)T + 〈v0 − vb, ∂jϕ · ni〉∂T − 〈(∂iv0 − vgi) · nj, ϕ〉∂T .

取 ϕ = ∂2
ij,wQhu,由引理 2.5.1,

(∂2
ij,wQhu, ∂2

ij,wv)T

=(∂2
ijv0,Qh(∂2

iju))T + 〈v0 − vb, ∂j(Qh(∂2
iju)) · ni〉∂T

− 〈(∂iv0 − vgi) · nj,Qh(∂2
iju)〉∂T

=(∂2
ijv0, ∂

2
iju)T + 〈v0 − vb, ∂j(Qh(∂2

iju)) · ni〉∂T

− 〈(∂iv0 − vgi) · nj,Qh(∂2
iju)〉∂T ,

– 110 –



第 4章 重调和方程的杂交弱有限元方法

即

(∂2
iju, ∂2

ijv0)T =(∂2
ij,w(Qhu), ∂2

ij,wv)T − 〈v0 − vb, ∂j(Qh(∂2
iju)) · ni〉∂T

+ 〈(∂iv0 − vgi) · nj,Qh(∂2
iju)〉∂T .

(4.3.5)

由 λb = ∂n(4u), λg = −∂n(∇u),

b(Qhλ, v) =
∑

T∈Th

〈Qhλ, v〉∂T =
∑

T∈Th

〈λ, v〉∂T

=
∑

T∈Th

〈λg, vg〉∂T +
∑

T∈Th

〈λb, vb〉∂T

=
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈−∂2
iju · nj, vgi〉∂T +

∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju) · ni, vb〉∂T .

由分部积分,

(∂2
iju, ∂2

ijv0)T = ((∂2
ij)

2u, v0)T + 〈∂2
iju, ∂iv0 · nj〉∂T − 〈∂j(∂

2
iju) · ni, v0〉∂T .

对所有 T ∈ Th求和,由 (42u, v0) = (f, v0),

b(Qhλ, v) +
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

(∂2
iju, ∂2

ijv0)T = (f, v0)

+
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju, (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju) · ni, v0 − vb〉∂T .

由上式以及 (4.3.5),

b(Qhλ, v) + (∂2
wQhu, ∂2

wv)h
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= (f, v0) +
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju), (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, v0 − vb〉∂T .

上式两端分别加上 s(Qhu, v),

(∂2
wQhu, ∂2

wv)h + s(Qhu, v) + b(Qhλ, v) = (f, v0)

+
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂2
iju−Qh(∂2

iju), (∂iv0 − vgi) · nj〉∂T

−
∑

T∈Th

d∑

i,j=1

〈∂j(∂
2
iju−Qh∂

2
iju) · ni, v0 − vb〉∂T + s(Qhu, v).

(4.3.6)

(4.3.6)减去 (4.1.7), (4.3.2)得证.引理得证. ¤

4.4 误误误差差差估估估计计计

由误差方程 (4.3.2)-(4.3.3),

as(Qhu− uh, v) + b(v, Qhλ− λh) = `u(v), ∀v ∈ W0
h,

b(Qhu− uh, ρ) = 0, ∀ρ ∈ Ξh,

其中 `u(v)由 (4.3.4)给出.上述问题为鞍点问题.本节将基于 Brezzi定理 1.3.6

[10] 来分析鞍点问题的稳定性和可解性. 注意到 Brezzi定理 1.3.6中的条件已

在本文 4.3节中验证 (见引理 4.2.1-4.2.3).

定定定理理理4.4.1.假设 u和 (uh; λh) ∈ Wh × Ξh分别为重调和方程 (2.2.1)和杂交WG

算法 (4.1.7)-(4.1.8)的解.存在常数 C,使得

‖Qhu− uh‖W0
h

+ ‖Qhλ− λh‖Ξh
≤ Chk−1

(
‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)
. (4.4.1)
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证明由 Brezzi定理 1.3.6 [10],

‖Qhu− uh‖W0
h

+ ‖Qhλ− λh‖Ξh
≤ C‖`u‖W0

h
′ . (4.4.2)

对任意的 v ∈ W0
h,由引理 2.8.1-2.8.2知,

|`u(v)| ≤ Chk−1
(
‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)
|||v|||.

因此,

‖`u‖W0
h
′ = sup

v∈W 0
h

`u(v)

‖v‖W0
h

≤ sup
v∈W0

h

`u(v)

|||v||| ≤ Chk−1
(
‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)
. (4.4.3)

将 (4.4.3)代入 (4.4.2), (4.4.1)得证.定理得证. ¤

定定定理理理4.4.2.假设 u和 λh = {λh,b, λh,g} ∈ Ξh分别为重调和方程 (2.2.1)的解和杂

交WG算法 (4.1.7)-(4.1.8)解的一部分. 在内部边或平面集合 E0
h, λ = {λb, λg}

定义为

λb = ∂n(∆u), λg = −∂n(∇u).

存在常数 C,使得

‖λ− λh‖Ξh
≤ Chk−1

(‖u‖k+1 + δk,2‖u‖4

)
.

证明由三角不等式,

‖λ− λh‖Ξh
≤ ‖λ−Qhλ‖Ξh

+ ‖Qhλ− λh‖Ξh
. (4.4.4)
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(4.4.4)右端第二项由 (4.4.1)估计.对于 (4.4.4)右端第一项,

‖λ−Qhλ‖2
Ξh

=
∑

e∈E0
h

h3
e‖λb −Qbλ‖2

e + he‖λg −Qbλg‖2
e

=
∑

e∈E0
h

h3
e‖∂n∆u−Qb(∂n∆u)‖2

e

+ he‖∂n∇u−Qb(∂n∇u)‖2
e.

(4.4.5)

假设 e为单元 T 的边,记 Qk−1为到 Pk−1(T )的 L2投影.由迹不等式 (1.4.10),

‖∂n∆u−Qb(∂n∆u)‖2
e

≤‖∂n∆u− ∂n(Qk−1∆u)‖2
e

≤Ch−1‖∆u−Qk−1∆u‖2
1,T + Ch‖∆u−Qk−1∆u‖2

2,T

≤Ch2k−5‖u‖2
k+1,T + Chδk,2‖u‖2

4,T .

(4.4.6)

类似地,

‖∂n∇u−Qb(∂n∇u)‖2
e

≤‖∂n∇u− ∂n(Qk−1∇u)‖2
e

≤Ch−1‖∇u−Qk−1∇u‖2
1,T + Ch‖∇u−Qk−1∇u‖2

2,T

≤Ch2k−3‖u‖2
k+1,T .

(4.4.7)

将 (4.4.6), (4.4.7)代入 (4.4.5),

‖λ−Qhλ‖2
Ξh
≤ Ch2k−2(‖u‖2

k+1 + Ch2δk,2‖u‖2
4).

定理得证. ¤
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4.5 变变变量量量消消消去去去法法法的的的有有有效效效实实实施施施

WG算法 (2.4.2)的自由度分为两类: (1)内部自由度 u0, (2)单元边界自由

度 {ub, ug}. 由于引入了 Lagrange乘子 λh,杂交WG算法 (4.1.7)-(4.1.8)的自由

度增加.因此, WG算法 (2.4.2)或杂交WG算法 (4.1.7)-(4.1.8)的离散系统的规

模相当大.基于杂交WG算法 (4.1.7)-(4.1.8),本节提出WG算法 (2.4.2)的 Schur

补形式. 该方法消去内部自由度 u0,生成一个仅含单元边界自由度 {ub, ug}的
规模大为缩小的线性方程组.

4.5.1变变变量量量消消消去去去法法法的的的理理理论论论

记 Bh为弱有限元空间 Vh限制在边集合 Eh的界面有限元空间,即

Bh = {{µb, µg} : µb ∈ Pk−2(e), µg ∈ [Pk−2(e)]
d, e ∈ Eh}.

Bh为 Hilbert空间,对任意的 {wb, wg}, {qb, qg} ∈ Bh,装备内积

〈{wb, wg}, {qb, qg}〉Eh
=

∑

e∈Eh

〈wb, qb〉e + 〈wg, qg〉e.

记 B0
h为函数在边界取 0的 Bh的子空间.

引入算子 Sf : Bh → B0
h,使得对任意的 {wb, wg} ∈ Bh, Sf ({wb, wg}) ∈ B0

h

的具体计算步骤为:

步步步 1. 在每个单元 T ∈ Th,求解

as,T (wh, v) = (f, v0)T , ∀v = {v0, 0, 0} ∈ Wk(T ), (4.5.1)

得到 w0.这里, wh = {w0, wb, wg} ∈ Wk(T ).记 w0 = Df ({wb, wg}).

步步步 2. 在每个单元 T ∈ Th,求解

bT (v, ζh,T ) = as,T (wh, v), ∀v = {0, vb, vg} ∈ Wk(T ), (4.5.2)
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得到 ζh,T ∈ Λk(∂T ),从而 ζh ∈ Λh.记 ζh = Lf ({wb, wg}).

步步步 3. 取

Sf ({wb, wg}) =

{
ζhL + ζhR, 在 e ∈ E0

h,

0, 在 e ⊂ ∂Ω.

(4.5.1)和 (4.5.2)相加,

bT (v, ζh,T ) = as,T (wh, v)− (f, v0)T , ∀v = {v0, vb, vg} ∈ Wk(T ).

由叠加性质,我们得到如下结论.

引引引理理理4.5.1.对任意的 {wb, wg} ∈ Bh,成立

Sf ({wb, wg}) = S0({wb, wg}) + Sf ({0, 0}). (4.5.3)

这里 S0为相应于 f = 0的算子.易知 S0为从 Bh到 B0
h的线性映射.

定定定理理理4.5.1.对任意的 {wb, wg}, {qb, qg} ∈ B0
h,成立

〈S0({wb, wg}), {qb, qg}〉E0
h

= as(wh, qh),

其中, wh = {D0({wb, wg}), wb, wg}, qh = {D0({qb, qg}), qb, qg}. 即当限定在子
空间 B0

h时,线性映射 S0对称正定.

证明对任意的 {wb, wg}, {qb, qg} ∈ B0
h,令

wh = {D0({wb, wg}), wb, wg}, ζh = L0({wb, wg}),

qh = {D0({qb, qg}), qb, qg}, ηh = L0({qb, qg}).
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在 (4.5.1)中取 f = 0,

〈S0({wb, wg}), {qb, qg}〉E0
h

=
∑

e∈E0
h

〈〈〈ζh〉〉e, {qb, qg}〉e

=
∑

T∈Th

〈ζh,T , {qb, qg}〉∂T

=
∑

T∈Th

bT (qh, ζh,T )

=
∑

T∈Th

as,T (wh, qh),

定理得证. ¤

引引引理理理4.5.2.假设 (uh; λh) = ({u0, ub, ug}; λh) ∈ Wh×Ξh为杂交WG算法 (4.1.7)-

(4.1.8)的唯一解.那么, uh ∈ Vh, {ub, ug}在空间 Bh有定义,且满足

Sf ({ub, ug}) = {0, 0}.

证明由于 (uh; λh)是杂交WG算法 (4.1.7)-(4.1.8)的唯一解,由定理 4.1.1,

在所有的内部边或平面 e ∈ E0
h, [[uh[]e = 0; 在边界边 e ⊂ ∂Ω, ub = Qbg,

ug · n = Qbgn, ug · τ = Qb(∇g · τ ).因此, uh ∈ Vh,且 uh在 Eh上的限制在空间

Bh中有定义.

在 (2.4.2)中,在 T 上取 v = {v0, 0, 0} ∈ Wk(T ),否则取 0,

as,T (uh, v) = (f, v0)T , ∀v = {v0, 0, 0} ∈ Wk(T ),

从而, uh满足 (4.5.1).

在 (2.4.2)中,在 T 上取 v = {0, vb, vg} ∈ Wk(T ),否则取 0,

bT (λh,T , v) = as,T (uh, v), ∀v = {0, vb, vg} ∈ Wk(T ),

其中, λh,T 为 λh在 T 的边界上的限制.从而, λh满足 (4.5.2).

– 117 –



第 4章 重调和方程的杂交弱有限元方法

由算子 Sf 的定义,在内部边或平面 e ∈ E0
h,

Sf ({ub, ug}) = 〈〈λh〉〉.

由 λh ∈ Ξh知, 〈〈λh〉〉 = {0, 0}.因此, Sf ({ub, ug}) = {0, 0}.引理得证. ¤

引引引理理理4.5.3.假设 {ub, ug} ∈ Bh, 在 ∂Ω 上, ub = Qbg, ug · n = Qbgn, ug · τ =

Qb(∇g · τ ),且满足算子方程

Sf ({ub, ug}) = {0, 0}. (4.5.4)

那么, uh = {u0, ub, ug} ∈ Vh是WG算法 (2.4.2)的解.这里,在每条单元 T ∈ Th,

u0是以下局部问题的解,

as,T (uh, v) = (f, v0)T , ∀v = {v0, 0, 0} ∈ Wk(T ). (4.5.5)

证明假设 {ub, ug} ∈ Bh 满足算子方程 (4.5.4)和相应的边界条件;在每条

单元 T ∈ Th, u0为局部问题 (4.5.5)的解.求解局部问题

bT (v, λh,T ) = as,T (uh, v), ∀v = {0, vb, vg} ∈ Wk(T ), (4.5.6)

得到 λh,T ∈ Λk(∂T ). 从而, λh ∈ Λh,其中, λ|∂T = λh,T , λ|∂Ω = 0. 由算子 Sf 的

定义,在所有的内部边或平面 e ∈ E0
h,

Sf ({ub, ug}) = 〈〈λh〉〉,

再由 (4.5.4),在所有的内部边或平面 e ∈ E0
h,

〈〈λh〉〉 = {0, 0}. (4.5.7)

因此, λh ∈ Ξh.
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(4.5.5)减去 (4.5.6),

as,T (uh, v)− bT (v, λh,T ) = (f, v0)T , ∀v = {v0, vb, vg} ∈ Wk(T ).

将上述方程对所有单元 T ∈ Th求和,

as(uh, v)− b(v, λh) = (f, v0), ∀v = {v0, vb, vg} ∈ W0
h. (4.5.8)

注意到修正 λh,T 在区域边界的值得到 λh,因此上述方程仅对零边界值的检验

函数 v成立.

对任意的 σ ∈ Ξh,由 (4.1.6),

b(uh, σ) =
∑

e⊂E0
h

〈[[uh[]e, σL〉e = 0. (4.5.9)

(4.5.8)和 (4.5.9)表明了 (uh; λh)是杂交WG算法 (4.1.7)-(4.1.8)的解.注意到在

边界 ∂Ω上, ub = Qbg, ug · n = Qbgn, ug · τ = Qb(∇g · τ ). 因此,由定理 4.1.1,

uh是WG算法 (2.4.2)的解.引理得证. ¤

由引理 4.5.2-4.5.3,

定定定理理理4.5.2.假设 {ub, ug} ∈ Bh,使得在 ∂Ω上, ub = Qbg, ug · n = Qbgn, ug · τ =

Qb(∇g · τ ); u0 是局部问题 (4.5.5) 的解. 那么, uh = {u0, ub, ug} 是 WG算法

(2.4.2)的解当且仅当 {ub, ug}满足算子方程

Sf ({ub, ug}) = {0, 0}. (4.5.10)

4.5.2变变变量量量消消消去去去法法法的的的计计计算算算格格格式式式

由 (4.5.3),算子方程 (4.5.10)化简为

S0({ub, ug}) = −Sf ({0, 0}). (4.5.11)
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假设 {Gb, Gg} ∈ Bh,使得在 ∂Ω上, Gb = Qbg, Gg ·n = Qbgn, Gg ·τ = Qb(∇g·τ ),

否则取 0.由 S0的线性性,

S0({ub, ug}) = S0({ub, ug} − {Gb, Gg}) + S0({Gb, Gg}).

将上式代入 (4.5.11),

S0({ub, ug} − {Gb, Gg}) = −Sf ({0, 0})− S0({Gb, Gg}).

注意到 {pb, pg} = {ub, ug} − {Gb, Gg}在边界取 0. 取 {rb, r g} = −Sf ({0, 0}) −
S0({Gb, Gg}),

S0({pb, pg}) = {rb, r g}. (4.5.12)

线性方程组 (4.5.12)即为WG算法 (2.4.2)的 Schur补形式. 注意到 (4.5.12)仅

涉及在内部边或面 E0
h 的自由度,这使得在WG方法中实际求解的线性方程组

的规模明显缩小.

以下我们给出变量消去算法: 计算WG算法 (2.4.2)的解 uh = {u0, ub, ug}
的具体步骤如下:

(1)在每个单元 T ,计算

rh = −Sf ({0, 0})− S0({Gb, Gg}).

此步需并行计算局部刚度矩阵.计算复杂度与未知量的个数成线性关系.

(2)求解线性方程组 (4.5.12),得到 {pb, pg} ∈ B0
h.该步要求一个有效的线性

求解子.

(3) 计算 {ub, ug} = {pb, pg} + {Gb, Gg}. 在每个单元 T , 求解局部问题

(4.5.1),得到 u0 = Df ({ub, ug}). 此步需并行求解,计算复杂度和未知量的个数

成线性关系.

在变量消去算法的具体实施中,计算代价比较大的部分是步 (2). 注意到,

由定理 4.5.1知,规模缩小的方程组 (4.5.12)对称正定.
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第第第 5章章章 静静静态态态麦麦麦克克克斯斯斯韦韦韦方方方程程程组组组的的的弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法

本章对静态麦克斯韦方程组构造了一类高效WG有限元离散方法,特别

引入了离散弱旋度和离散弱散度,并将其应用于相应的变分形式中. 该类新的

WG有限元方法不依赖于任何参数的选取,并适用于区域任意形状之多面体

正则剖分. 在理论上,我们建立了WG方法在某些离散范数下的最优阶误差估

计.通过变量消去法,我们得到一个仅与单元边界自由度相关的线性方程组的

Schur补形式,保证了WG方法在科学计算中的有效实施.

5.1 麦麦麦克克克斯斯斯韦韦韦方方方程程程组组组简简简介介介

麦克斯韦方程组是支配宏观电磁现象的一组基本方程. 本节的详细内容

可参考文献 [27, 31]. 麦克斯韦方程组可表述为微分形式或积分形式. 在此,我

们给出其微分形式.

对于一般的时变场,微分形式的麦克斯韦方程组为

∇× E +
∂B
∂t

=0, (5.1.1)

∇× H − ∂D
∂t

=J, (5.1.2)

∇ · D =ρ, (5.1.3)

∇ · B =0, (5.1.4)

其中,方程 (5.1.1)是描述时变磁场如何产生电场的法拉第定律,方程 (5.1.2)是

描述电流和时变电场怎样产生磁场的麦克斯韦-安培定律,散度条件 (5.1.3)是

描述电荷如何产生电场的高斯定律,方程 (5.1.4)是论述磁单极子不存在的磁

场高斯定律. E表示电场强度, D表示电通量密度, H 表示磁场强度, B表示

磁通量密度, J表示电流密度, ρ表示电荷密度.
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另一个基本方程是表示电荷守恒的连续性方程,

∇ · J = −∂ρ

∂t
. (5.1.5)

方程 (5.1.1)-(5.1.5)中只有三个是独立的,称为独立方程. (5.1.1)-(5.1.3),或

(5.1.1)、 (5.1.2)以及 (5.1.5),都可被选作独立方程. (5.1.4)和 (5.1.5),或 (5.1.3)

和 (5.1.4)可由独立方程导出,称为辅助方程或相关方程.

当场量不随时间变化时,称为静态场.此时, (5.1.1)、 (5.1.2)和 (5.1.5)可写

成

∇× E =0, (5.1.6)

∇× H =J, (5.1.7)

∇ · J =0, (5.1.8)

而 (5.1.3)和 (5.1.4)保持不变.此时,电场和磁场之间没有相互作用. 因此,我们

单独考虑静电和静磁情形. (5.1.3)和 (5.1.6)描述静电情形, (5.1.4)和 (5.1.7)描

述静磁情形, (5.1.8)是 (5.1.7)的必然结果.

当麦克斯韦方程组中的场量是单频的谐振函数时,称为时谐场. 用复相位

因子表示法 [23], (5.1.1)、 (5.1.2)和 (5.1.5)可写成

∇× E + jωB =0, (5.1.9)

∇× H − jωD =J, (5.1.10)

∇ · J =− jωρ. (5.1.11)

其中, ω 表示角频率.此时,电场和磁场必须同时存在,且发生相互作用. 静态

场是时谐场在角频率 ω趋于零时的极限情况.

前面描述的麦克斯韦方程组的五个方程中只有三个是独立的. 因为方程

个数少于未知量的个数,所以,三个独立方程是非定解的形式. 当场量间的本
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构关系确定后,麦克斯韦方程组就变成定解形式. 本构关系描述了被考虑媒质

的宏观性质.对于简单媒质,它们是

D =εE, (5.1.12)

B =µH, (5.1.13)

J =σE. (5.1.14)

其中,本构参数 ε, µ, σ 分别表示媒质的介电常数,磁导率和电导率.对于各向

异性媒质,本构参数是张量;对于各向同性媒质,本构参数是标量. 对于非均匀

媒质,本构参数是位置的函数;对于均匀媒质,本构参数不随位置变化.

为求解麦克斯韦方程组,首先将包含两个场量的一阶微分方程化成只包

含一个场量的二阶微分方程.我们以静电和静磁情形来说明这种转换过程.

静电场由 (5.1.3)和 (5.1.6)支配.电场 E表示为

E = −∇Φ, (5.1.15)

则 (5.1.6)成立.其中, Φ称为标量势.将 (5.1.15)代入 (5.1.3),由 (5.1.2),

−∇ · (ε∇Φ) = ρ, (5.1.16)

此为著名的 Poisson方程.

静磁场由 (5.1.4)和 (5.1.7)描述,由

B = ∇× A, (5.1.17)

则 (5.1.4)成立.其中, A 称为向量势.将 (5.1.17)代入 (5.1.7),由 (5.1.3),

∇× (
1

µ
∇× A) = J. (5.1.18)

然而, (5.1.18)不能唯一确定 A,因为如果 A 是 (5.1.18)的一个解,那么,不管 f
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的形式如何, A′ = A +∇f 也是 (5.1.18)的解.因此,为了唯一确定 A,必须对 A

的散度强加一个条件,称为规范条件.一个自然选择为

∇ · A = 0 (5.1.19)

上面的讨论仅适用于静态场. 在时谐场情形下,也可用类似于上面的方式

引进标量势和向量势来表示电场和磁场 [46]. 我们将从包含电场和磁场的麦

克斯韦方程组出发,推导出只包含任意一个场量的控制微分方程.

由本构关系 (5.1.12)-(5.1.14),从 (5.1.9)和 (5.1.10)中消去 H,得到关于 E的

方程

∇×
( 1

µ
∇× E

)
− ω2εcE = −jωJi, (5.1.20)

消去 E,得到关于 H 的方程

∇×
( 1

εc
∇× H

)
− ω2µH = ∇×

( 1

εc
Ji

)
. (5.1.21)

其中, Ji是外加电流或源电流, εc = (ε− jσ/ω)是感应电流( σE )和位移电流(

jωD )的共同作用;为简单起见,用 ε表示 εc. (5.1.20)和 (5.1.21)称为非齐次向

量波动方程.

求解上述微分方程,可以得到许多解. 但是,问题的真实解只有一个.为求

真实解,需知相应区域的边界条件.也即一个电磁问题的完整描述应包含微分

方程和相关的边界条件.在此,我们给出实际问题的一些边界条件.

在两媒质的边界面上(例如媒质 1和媒质 2 ),边界条件为:

对于电场,

n× (E1 − E2) =0, (5.1.22)

n · (D1 − D2) =0. (5.1.23)
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对于磁场,

n× (H1 − H2) =0, (5.1.24)

n · (B1 − B2) =0, (5.1.25)

其中, n 是界面的单位法向,由媒质 2指向媒质 1. (5.1.22)- (5.1.25) 称为场

的连续性条件.在这四个边界条件中,只有两个是独立的,一个是 (5.1.22) 或

(5.1.25),另一个是 (5.1.23)或 (5.1.24).

我们特别指出, (5.1.23)和 (5.1.24)基于在界面上既没有面电流又没有面

电荷存在的假设. 如果在界面上确实存在面电流密度 Js 和面电荷密度 ρs,这

两个方程修正为

n · (D1 − D2) =ρs, (5.1.26)

n× (H1 − H2) =Js. (5.1.27)

若两媒质之一是理想导体,例如媒质 2,边界条件可化为一特殊情形. 由于

理想导体内部不存在场, (5.1.22)为

n× E = 0. (5.1.28)

(5.1.25)退化为

n · B = 0. (5.1.29)

其中, E和 B是导体外部的场, n是导体的单位外法向.此时,边界始终存在面

电流 Js = n× H 和面电荷 ρs = n · D .

若媒质 2是非理想导体,可以证明 [44]: 导体边界面上的电场和磁场关系

为

E− (n · E)n = ηZ0n× H, (5.1.30)
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或者

n× E = ηZ0[(n · H)n− H]. (5.1.31)

其中, η =
√

µr2/εr2为媒质 2的归一化特征阻抗. (5.1.30)或 (5.1.31)称为阻抗

边界条件.在二维情况,当 E = ẑEz 时,

∂Ez

∂n
= jk0

µr1

η
Ez. (5.1.32)

当 H = ẑHz 时,
∂Hz

∂n
= jk0εr1ηHz. (5.1.33)

第一种情形称为 Ez 极化,第二种情形称为 Hz 极化.

当区域的外边界延伸至无穷远时,称为无约束的或开放的区域.为得到问

题的唯一解,在外边界处也需确定一个条件,称为辐射条件.

假设所有源和物体均在自由空间中,并位于距坐标系原点有限的距离内,

电场和磁场满足

lim
r→∞

r

[
∇×

(
E

H

)
+ jk0r̂ ×

(
E

H

) ]
= 0, (5.1.34)

其中, r =
√

x2 + y2 + z2. 通常称 (5.1.34)为一般三维场的索末菲辐射条件.对

于二维场,索末菲辐射条件为

lim
ρ→∞

√
ρ

[
∂

∂ρ

(
Ez

Hz

)
+ jk0

(
Ez

Hz

) ]
= 0, (5.1.35)

其中, ρ =
√

x2 + y2.

通常希望外边界尽可能靠近目标,从而减小计算区域的大小.对于二维场,

可以证明 [4]: 在包围辐射源的虚构圆柱面上,场 Ez 和 Hz 满足高阶辐射条件

Bm

(
Ez

Hz

)
= O(ρ−2m−1/2), m = 1, 2, 3, · · · , (5.1.36)
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其中, ρ表示所选面的半径.当m = 1和 2时,算符 Bm为

B1 =
∂

∂ρ
+ jk0 +

1

2ρ
, (5.1.37)

B2 =
∂

∂ρ
+ jk0 +

1

2ρ
− 1

8ρ(1 + jk0ρ)
− 1

2ρ(1 + jk0ρ)

∂2

∂ϕ2
, (5.1.38)

其中, (ρ, ϕ, z)是柱坐标.注意,索末菲辐射条件 (5.1.35)是 (5.1.36)在m = 1
2 和

B1/2 = ∂
∂ρ + jk0条件下的特例. (5.1.36)称为吸收边界条件,其物理意义为在此

边界处应用 (5.1.36),只有少部分入射功率从边界处被反射回来.

对于三维情形,可以证明 [56]: 在包围辐射源的球面上,场 E和 H 满足高

阶辐射条件:

Bm

(
E

H

)
= O(r−2m−1), m = 1, 2, 3, · · · . (5.1.39)

当m = 1和 2时,算符 Bm为

B1(E) = r ×∇× E− jk0Et + (s− 1)∇tEt, (5.1.40)

B2(E) =r ×∇× E− jk0Et − r

2(1 + jk0r)
× {∇× [r(∇× E)r]

+ (s− 1)∇t(∇ · Et) + jk0(2− s)∇tEr}.
(5.1.41)

其中, s是任意数,下标 r表示有关量的径向分量,下标 t表示有关量的横向分

量. 用 H 代替 E,得到 H 的表达式. 令 s = 1, (5.1.40)退化为 (5.1.34)描述的索

末菲辐射条件, (5.1.41)退化为参考文献 [42] 中的形式. 在有限元分析中,较好

的选择是在 (5.1.41)式中取 s = 2.

5.2 常常常用用用数数数值值值方方方法法法

目前,求解麦克斯韦方程组的常用数值方法包括 Nédélec旋度协调元,间

断 Galerkin有限元方法, C0有限元方法等.
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首先, 我们介绍离散麦克斯韦方程组的 Nédélec旋度协调元, 详细内容

可参考文献 [31, 38]. 许多学者独立发现了最低阶元 (k = 1) 空间. 特别地,

Whitney [57] 最先提出对最低阶元使用多项式空间,也称最低阶元为Whitney

元.由于最低阶元的自由度与网格边相关 (见图 5-1),也称最低阶元为边元.

设多重指标 α = (α1, α2, α3)
′, 其中 αi (i = 1, 2, 3) 为非负整数. 令 xα =

xα1
1 xα2

2 xα3
3 ,且 |α| = α1 + α2 + α3.多项式 p ∈ Pk 当且仅当

p(x) =
∑

|α|≤k

aαxα,

其中,系数 aα ∈ C.多项式 p̃ ∈ P̃k 当且仅当

p̃(x) =
∑

|α|=k

aαxα,

其中,系数 aα ∈ C.在向量空间 Rd中,空间 Pk 的维数 dim(Pk) = Ck
d+k.在向量

空间 R3中,空间 P̃k 的维数 dim(P̃k) = 1
2(k + 1)(k + 2).

定义一类特殊的多项式空间

Sk = {p ∈ (P̃k)
3 : x · p = 0}.

如果 p ∈ (P̃k)
3,那么 x · p ∈ P̃k+1;反之, P̃k+1中任意多项式可以表示为上述形

式.因此,

dim(Sk) = 3dim(P̃k)− dim(P̃k+1)

=
3

2
(k + 2)(k + 1)− 1

2
(k + 3)(k + 2)

= k(k + 2).

定义空间

Rk = (Pk−1)
3 ⊕ Sk. (5.2.1)
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(0, 1, 0)

(0, 0, 0)

(0, 0, 1)

(1, 0, 0)

图 5-1最低阶旋度协调元 k = 1.

Rk 的维数为

dimRk = 3dim(Pk−1) + dim(Sk) =
1

2
(k + 3)(k + 2)k.

引引引理理理5.2.1.成立代数分解

(Pk)
3 = Rk ⊕∇P̃k+1.

边有限元空间依赖于 (5.2.1)定义的向量多项式空间 Rk. 在定义和分析元

之前,引入与 Rk 的离散 Helmholtz分解有关的一个结论.

引引引理理理5.2.2.假设 u ∈ Rk 满足 ∇× u = 0.存在 p ∈ Pk,使得 u = ∇p.

注注注5.2.1.假设 f 是二维平面 (x1, x2)中一个三角形,定义

Sk(f) = {p ∈ (P̃k)
2 : p(x) · x = 0},

那么,

Rk(f) = (Pk−1(f))2 ⊕ Sk(f).
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我们定义参考元上的旋度协调元.

定定定义义义5.2.1. (参考元上的旋度协调元)参考元上的旋度协调元定义为

• T̂ 为参考四面体,

• PT̂ = Rk,

•自由度分为 3类: T̂ 的边 ê, T̂ 的面 f̂ ,以及 T̂ 本身.

记 τ̂ 为 ê方向的单位向量.定义三类不同的自由度如下 (见图 5-1):

(1)与元边相关的集合

Mê(û) =
{ ∫

ê

û · τ̂ q̂dŝ, ∀q̂ ∈ Pk−1(ê), ∀ê ⊂ T̂
}
.

(2)与元面相关的集合

Mf̂ (û) =
{ 1

Af̂

∫

f̂

ûq̂dÂ, ∀f̂ ⊂ T̂ , q̂ ∈ (Pk−2(f̂))3, q̂ · n̂ = 0
}
,

其中 Af̂ 表示 f̂ 的面积.

(3)与元体积相关的集合

MT̂ (û) =
{ ∫

T̂

ûq̂dV̂ , ∀q̂ ∈ (Pk−3(T̂ ))3
}
.

那么, NT̂ = Mê(û) ∪Mf̂ (û) ∪MT̂ (û).

注注注5.2.2.如果 ˆ̃q ∈ (Pk−2(f̂))3, q̂ · n̂ = 0,那么, q̂ = (n̂× q̂)× n̂.因此

∫

f̂

ûq̂dÂ =

∫

f̂

û× n̂ · q̂× n̂dÂ.

但是, q̂× n̂ = r̂ ∈ (Pk−2(f̂))2,其中 (Pk−2(f̂))2表示分量属于空间 Pk−2(f̂)的正

切于 f̂ 的向量集合.

在 T̂ 上, û ∈ Rk,由仿射变换 FT ,存在某个 u ∈ T ,使得

u ◦ FT = (B′
T )−1û. (5.2.2)

– 130 –



第 5章 静态麦克斯韦方程组的弱有限元方法

u的旋度和 û的旋度关系为

∇× u =
1

det(BT )
BT ∇̂ × û.

令 τ̂ 是四面体 T̂ 的边 ê方向的单位向量.那么,

τ =
BT τ̂

|BT τ̂ | , (5.2.3)

这里, T̂ 的边 ê的单位切向 τ̂ 在仿射变换 FT 下的象是 T 的边 e的单位切向 τ .

引引引理理理5.2.3. Rk 在仿射变换 (5.2.2)下不变.

由此,我们可以定义在一般的四面体 T 上的旋度协调元.

定定定义义义5.2.2. (旋度协调元)在一般的四面体 T 上的旋度协调元定义为

• T 是四面体,

• PT = Rk,

•自由度分为 3类: T 的边 e, T 的面 f ,以及 T 本身.

记 τ 为 e方向的单位向量.定义三类自由度 (见图 5-1):

(1)与元边相关的集合

Me(u) =
{ ∫

e

u · τqds, ∀q ∈ Pk−1(e), ∀e ⊂ T
}
. (5.2.4)

(2)与元面相关的集合

Mf (u) =
{ 1

Af

∫

f

u · qdA, ∀f ⊂ T,

∀q = BT q̂, q̂ ∈ (Pk−2(f̂))3, q̂ · n̂ = 0
}
,

(5.2.5)

其中, Af 表示 f 的面积.
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(3)与元体积相关的集合

MT (u) =
{ ∫

T

u · qdV, 任意的 q通过映射 q ◦ FT = (1/det(BT ))BT q̂

得到, q̂ ∈ (Pk−3)
3
}
.

(5.2.6)

那么, NT = Me(u) ∪Mf (u) ∪MT (u).

这些自由度在从 T̂ 到 T 的仿射变换下是不变的.

由于在实际中的重要性,特别讨论最低阶元 (k = 1),也称线性边元. 当

k = 1时, Nédélec证明了

R1 = {u(x) = a + b× x, a, b ∈ C3}.

这里, a, b分量中的 6个常数由单元 T 的 6条边 e上的矩
∫

e u · τds确定 (见图

5-1).

以 i和 j 为顶点的边上的单位积分的基函数为

ψi,j = λi∇λj − λj∇λi,

其中 λi是相应于节点 ai的重心坐标函数. 由于中点求积公式对于二次多项式

精确成立,故
∫

e ψi,j · τds = 1,且

∇× ψi,j = 2∇λi ×∇λj.

引引引理理理5.2.4.假设 det(BT ) > 0, T 的边的切向量 τ 与 T̂ 的边的切向量 τ̂ 的关系

为 (5.2.3). 那么,在仿射变换 (5.2.2)下, u在 T 上的自由度与 û在 T̂ 上的自由

度相等.

引引引理理理5.2.5.假设 u ∈ Rk,使得 (5.2.5)的自由度在给定面 f 为 0,且 (5.2.4)的自

由度在 f 的每条边为 0.那么,在给定面 f , u× n = 0.

引引引理理理5.2.6.假设 u ∈ Rk,使得 (5.2.4)- (5.2.6)所定义的自由度为 0.那么, u = 0.
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(0, 1, 0)

(0, 0, 0)

(0, 0, 1)

(1, 0, 0)

图 5-2最低阶散度协调元 k = 1.

定定定理理理5.2.1.定义 5.2.2所定义的有限元 H(curl; Ω)是协调元且唯一可解.

定义网格剖分 Th上的全局有限元空间

Vh = {u ∈ H(curl; Ω) : u|T ∈ Rk, ∀T ∈ Th}.

定义一特殊的向量多项式空间.对 k > 0,定义

Dk = (Pk−1)
3 ⊕ P̃k−1x.

易知 Dk 的维数为
1
2(k + 3)(k + 1)k.

定定定义义义5.2.3. (散度协调元)散度协调元定义为 (见图 5-2)

• T̂ 是参考四面体元;

• PT̂ = Dk;

•自由度 NT̂ = MT̂ (û) ∪Mf̂ (û).其中,对充分光滑的 û,定义

MT̂ (û) = {
∫

T̂

ûq̂dV̂ , ∀q̂ ∈ (Pk−2)
3}.
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Mf̂ (û) = {
∫

f̂

ûn̂q̂dÂ, ∀q̂ ∈ Pk−1(f̂), ∀f̂}.

定义空间

Wh = {uh ∈ H(div; Ω) : uh|T ∈ Dk,∀T ∈ Th}.

接下来, 我们简要介绍求解麦克斯韦方程组的其他数值方法. Houston,

Perugia和 Schotzau深入研究了求解麦克斯韦方程组的间断 Galerkin有限

元方法 [24–26, 40, 41]. 发展了散度为 0约束下离散 curl-curl算子的数值方

法,这些方法包括 H(curl) 协调元方法 [31, 38], 以及弱过度惩罚对称内罚方

法 [7]. 段火元等提出了求解麦克斯韦方程组的 C0 元方法 [16, 17]. 王军平

等提出了求解麦克斯韦方程组的 WG有限元方法 [36], 引入了两类弱函数

uh = {u0, ub} ∈ [Pk(T )]3 × [Pk(e)]
3, ph = {p0, pb} ∈ Pk−1(T ) × Pk(e),建立了

WG方法在适当定义的离散范数下的最优阶误差估计.

5.3 弱弱弱散散散度度度和和和弱弱弱旋旋旋度度度

考虑齐次媒质 Ω ⊂ R3中静态麦克斯韦方程组模型: 求 u和 p,满足

∇× (µ∇× u)− ε∇p =f1, 在 Ω, (5.3.1)

∇ · (εu) =g1, 在 Ω, (5.3.2)

u× n =φ, 在 ∂Ω, (5.3.3)

p =0, 在 ∂Ω, (5.3.4)

其中系数 µ > 0, ε > 0分别为媒质的导磁率和介电常数.

静态麦克斯韦方程组 (5.3.1)-(5.3.4)的弱形式为:求 (u, p) ∈ H(curl; Ω) ×
L2(Ω),使得在 ∂Ω, u× n = φ,满足

(ν∇× u,∇× v) + (∇ · v, p) =(f, v), ∀v ∈ H0(curl; Ω), (5.3.5)
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(∇ · u, q) =(g, q), ∀q ∈ L2(Ω), (5.3.6)

其中 ν = µ/ε, f = f1/ε, g = g1/ε.

变分形式 (5.3.5)-(5.3.6) 中所涉及的两个微分算子为散度和旋度.为 WG

方法求解,需引入弱散度、弱旋度及其离散形式,具体可参考文献 [36, 53].

令 K 为任意多面体区域,其边界记作 ∂K. 为定义弱散度,引入弱向量值

函数 v = {v0, vb},其中 v0 ∈ [L2(K)]3, vb · n ∈ L2(∂K).这里, v0表示 v在K 的

内部的值, vb 表示 v在 K 的边界 ∂K 的值.记 V (K)为 K 上所有弱向量值函

数构成的空间,即

V (K) = {v = {v0, vb} : v0 ∈ [L2(K)]3, vb · n ∈ L2(∂K)}.

定定定义义义5.3.1. (弱散度)在标准的 L2 内积下, L2(K)的对偶空间仍为 L2(K). 同理,

对任意的 v ∈ V (K), v的弱散度,记作 ∇w · v,定义为 H1(K)的对偶空间中的

线性函数,使得对任意的 ϕ ∈ H1(K),满足

(∇w · v, ϕ)K = −(v0,∇ϕ)K + 〈vb · n, ϕ〉∂K ,

其中 n为 ∂K 的单位外法向.

定义包含映射 iV : [H1(K)]3 → V (K),使得对任意的 φ ∈ [H1(K)]3,

iV (φ) = {φ|K , φ|∂K}.

Sobolev空间 [H1(K)]3在包含映射 iV 下嵌入到空间 V (K).

记 Pr(K)为 K 上次数不超过 r的多项式集合.

定定定义义义5.3.2. (离散弱散度) 对任意的 v ∈ V (K), v 的离散弱散度算子, 记作

∇w,r,K · v,定义为 Pr(K)中唯一的多项式,使得对任意的 ϕ ∈ Pr(K),满足

(∇w,r,K · v, ϕ)K = −(v0,∇ϕ)K + 〈vb · n, ϕ〉∂K , (5.3.7)

其中 n为 ∂K 的单位外法向.
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为定义弱旋度, 引入弱函数 v = {v0, vb}, 其中 v0 ∈ [L2(K)]3, vb × n ∈
[L2(∂K)]3.记 V(K)为 K 上所有弱向量值函数构成的空间,即

V(K) = {v = {v0, vb} : v0 ∈ [L2(K)]3, vb × n ∈ [L2(∂K)]3}.

定定定义义义5.3.3. (弱旋度)在标准 L2 内积下, [L2(K)]3 的对偶空间仍为 [L2(K)]3. 同

理,对任意的 v ∈ V(K), v的弱旋度,记作 ∇w × v,定义为 [H1(K)]3 的对偶空

间中的线性函数,使得对任意的 ϕ ∈ [H1(K)]3,满足

(∇w × v, ϕ)K = (v0,∇× ϕ)K − 〈vb × n, ϕ〉∂K ,

其中 n为 ∂K 的单位外法向.

定义包含映射 iV : [H1(K)]3 → V(K),使得对任意的 φ ∈ [H1(K)]3,

iV(φ) = {φ|K , φ|∂K}.

Sobolev空间 [H1(K)]3在包含映射 iV 下嵌入到空间 V(K).

定定定义义义5.3.4. (离散弱旋度) 对任意的 v ∈ V(K), v 的离散弱旋度算子, 记作

∇w,r,K × v,定义为 [Pr(K)]3中唯一的多项式,使得对任意的 ϕ ∈ [Pr(K)]3,满足

(∇w,r,K × v, ϕ)K = (v0,∇× ϕ)K − 〈vb × n, ϕ〉∂K , (5.3.8)

其中 n为 ∂K 的单位外法向.

5.4 弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法

令 Th 为区域 Ω的一个任意形状的多面体剖分,网格大小 h. 假设 Th 为正

则剖分,具体参考定义 1.4.1.记 Eh为 Th中所有面构成的集合, E0
h = Eh \ ∂Ω为

Th 中所有内部面构成的集合.定义 [[v]]e = v|T1 · n1 + v|T2 · n2 为 v在 e上的跳

度,其中 e ∈ E0
h 为两个单元 T1, T2的公共边, n1, n2分别为 ∂T1, ∂T2的单位外

法向.
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给定整数 k ≥ 1,定义弱有限元空间

Wh = {q : q ∈ L2(Ω), q|T ∈ Pk−1(T )},

Vh = {v = {v0, vb} : {v0, vb}|T ∈ [Pk(T )]3 × [Pk(e)]
3, e ⊂ ∂T}.

定义 Vh的子空间

V 0
h = {v = {v0, vb} ∈ Vh, vb × n|e = 0, e ⊂ ∂Ω}.

在弱有限元空间 Vh中,离散弱散度 (∇w,k−1·)和离散弱旋度 (∇w,k−1×)可

在每个单元 T 上分别由 (5.3.7), (5.3.8)计算得到.也即,

(∇w,k−1 · v)|T =∇w,k−1,T · (v|T ), ∀v ∈ Vh,

(∇w,k−1 × v)|T =∇w,k−1,T × (v|T ), ∀v ∈ Vh.

为记号的简便,以下在记号 (∇w,k−1·), (∇w,k−1×) 中略去下标 k − 1. 相应于

(5.3.5)-(5.3.6)中的双线性型,引入记号

(ν∇w × v,∇w × w)h =
∑

T∈Th

(ν∇w × v,∇w × w)T ,

(∇w · v, q)h =
∑

T∈Th

(∇w · v, q)T .

引入双线性型

a(v, w) =(ν∇w × v,∇w × w)h + s(v, w),

b(v, q) =(∇w · v, q)h,
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其中

s(v, w) =
∑

T∈Th

h−1
T 〈v0 − vb, w0 − wb〉∂T .

弱弱弱 Galerkin 算算算法法法3. 求解 (5.3.1)-(5.3.4) 的数值算法为: 求 uh = {u0, ub} ∈ Vh,

ph ∈ Wh,使得在 ∂Ω上, ub × n = Qbφ,满足

a(uh, v) + b(v, ph) =(f, v0), (5.4.1)

b(uh, q) =(g, q), (5.4.2)

对任意的 v ∈ V 0
h , q ∈ Wh.

引引引理理理5.4.1.弱 Galerkin算法 3存在唯一解.

证明只需证明当 f = 0, φ = 0, g = 0时, (5.4.1)-(5.4.2)只有零解. 在上述

齐次条件下,在 (5.4.1)-(5.4.2)中取 v = uh, q = ph,将所得的两个方程相减,

(ν∇w × uh,∇w × uh)h +
∑

T∈Th

h−1
T 〈u0 − ub, u0 − ub〉∂T = 0,

从而,在每个单元 T ∈ Th 上 ∇w × uh = 0;在 ∂T 上 u0 = ub. 因此,由 (5.3.8)以

及分部积分,对任意的 ϕ ∈ [Pk−1(T )]3,

0 =(∇w × uh, ϕ)T

=(u0,∇× ϕ)T − 〈ub × n, ϕ〉∂T

=(∇× u0, ϕ)T + 〈(u0 − ub)× n, ϕ〉∂T

=(∇× u0, ϕ)T ,

从而在 T ∈ Th 上 ∇ × u0 = 0. 由 (5.4.2), (5.3.7) 以及分部积分, 对任意的
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q ∈ Wh,

0 =b(uh, q)

=
∑

T∈Th

(∇w · uh, q)T

=−
∑

T∈Th

(u0,∇q)T +
∑

T∈Th

〈ub · n, q〉∂T

=
∑

T∈Th

(∇ · u0, q)T −
∑

T∈Th

〈(u0 − ub) · n, q〉∂T

=
∑

T∈Th

(∇ · u0, q)T .

在上式中取 q = ∇ · u0,则在每个单元 T ∈ Th上 ∇ · u0 = 0.

注意到∇× u0 = 0以及 u0 × n连续.因此,存在一个位势函数 ϕ,使得在 Ω

上 u0 = ∇ϕ. 由 ∇ · u0 = 0以及 u0 · n连续知,在 Ω上满足 4ϕ = 0. 由边界条

件知在 e ⊂ ∂Ω上 ub × n = 0,故在 ∂Ω上 u0 × n = ∇ϕ× n = 0. 因此, ϕ在 ∂Ω

必为一个常数.由 Laplace方程解的唯一性知,若 Ω是单连通区域,则 ϕ = C 是

∆ϕ = 0的唯一解.从而, u0 = ∇ϕ = 0.由在 ∂T 上 u0 = ub,知 ub = 0.

由于 uh = 0,由 (5.4.1)知,对任意的 v ∈ V 0
h , b(v, ph) = 0.由 (5.3.7),

0 = b(v, ph)

= (∇w · v, ph)h

= −
∑

T∈Th

(v0,∇ph)T +
∑

T∈Th

〈vb · n, ph〉∂T .

(5.4.3)

在 (5.4.3)中取 v = {v0, vb} = {∇ph, 0}知,在每个单元 T ∈ Th, ∇ph = 0,也即

ph 在每个单元 T ∈ Th 是一个常数. 在 (5.4.3)中取 v = {v0, vb} = {0, [[ph]]en},
其中 e ∈ Eh, n是 ∂e的单位外法向,知 ph 沿所有面 e ∈ E0

h 连续.因此,在 Ω上

ph = C. 在 e ⊂ ∂Ω上 [[ph]]e = 0知,在 ∂Ω上 ph = 0. 因此,在 Ω上 ph = 0. 引理
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得证. ¤

5.5 误误误差差差方方方程程程

本节旨在推导WG有限元方法的误差方程,误差方程在WG有限元方法

的收敛性分析中极为重要.

对任意的 T ∈ Th,记 Q0 为到 [Pk(T )]3 的 L2 投影.对任意的面 e ⊂ ∂T ,记

Qb 为到 [Pk(e)]
3 的 L2 投影.记 Qhu为到弱有限元空间 Vh 的 L2 投影,使得在

每个单元 T 上,

Qhu = {Q0u, Qbu}.

记 Qh, Qh分别为到 Pk−1(T )和 [Pk−1(T )]3的 L2投影.

引引引理理理5.5.1.投影算子 Qh , Qh , Qh满足交换性

∇w · (Qhv) =Qh(∇ · v), ∀v ∈ H(div; Ω), (5.5.1)

∇w × (Qhv) =Qh(∇× v), ∀v ∈ H(curl; Ω). (5.5.2)

证明由 (5.3.7),以及分部积分,对任意的 ϕ ∈ Pk−1(T ),

(∇w · (Qhv), ϕ)T = −(Q0v,∇ϕ)T + 〈Qbv · n, ϕ〉∂T

= −(v,∇ϕ)T + 〈v · n, ϕ〉∂T

= (∇ · v, ϕ)T

= (Qh(∇ · v), ϕ)T ,

(5.5.1)得证.

由 (5.3.8),以及分部积分,对任意的 ϕ ∈ [Pk−1(T )]3,

(∇w × (Qhv), ϕ)T =(Q0v,∇× ϕ)T − 〈(Qbv)× n, ϕ〉∂T
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=(v,∇× ϕ)T − 〈v× n, ϕ〉∂T

=(∇× v, ϕ)T

=(Qh(∇× v), ϕ)T ,

(5.5.2)得证. ¤

假设 uh = {u0, ub} ∈ Vh, ph ∈ Wh 为WG算法 (5.4.1)-(5.4.2)的解; u, p为

静态麦克斯韦方程组 (5.3.1)-(5.3.4)的准确解. u到弱有限元空间 Vh 的 L2 投

影记作 Qhu = {Q0u, Qbu}, p到弱有限元空间Wh的 L2投影记作 Qhp.定义误

差函数

eh = {e0, eb} = {Q0u− u0, Qbu− ub}, (5.5.3)

εh = Qhp− ph. (5.5.4)

引引引理理理5.5.2.假设 (w; ρ) ∈ H(curl; Ω)× L2(Ω)充分正则,满足

∇× (ν∇× w)−∇ρ = η, 在 Ω. (5.5.5)

记 (Qhw;Qhρ)为 (w; ρ)到弱有限元空间 Vh ×Wh 的 L2 投影.那么,对任意的

v ∈ V 0
h ,成立

(ν∇w × (Qhw),∇w × v)h + (∇w · v,Qhρ)h = (η, v0) + lw(v) + θρ(v),

其中 lw(v)和 θρ(v)是弱有限元空间 V 0
h 中的线性函数,定义为

lw(v) = −
∑

T∈Th

〈ν(v0 − vb)× n,∇× w−Qh(∇× w)〉∂T , (5.5.6)

θρ(v) =
∑

T∈Th

〈v0 − vb, (ρ−Qhρ)n〉∂T . (5.5.7)
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证明由 (5.5.2), (5.3.8),以及分部积分,

(ν∇w × (Qhw),∇w × v)T

=(νQh(∇× w),∇w × v)T

=(νv0,∇×Qh(∇× w))T − 〈νvb × n, Qh(∇× w)〉∂T

=(ν∇× v0, Qh(∇× w))T + 〈ν(v0 − vb)× n, Qh(∇× w)〉∂T

=(ν∇× v0,∇× w)T + 〈ν(v0 − vb)× n, Qh(∇× w)〉∂T .

(5.5.8)

由 (5.5.1), (5.3.7),
∑

T∈Th
〈vb, ρn〉∂T = 0以及分部积分,

(∇w · v,Qhρ)h

= −
∑

T∈Th

(v0,∇(Qhρ))T +
∑

T∈Th

〈vb, (Qhρ)n〉∂T

=
∑

T∈Th

(∇ · v0,Qhρ)T −
∑

T∈Th

〈v0 − vb, (Qhρ)n〉∂T

=
∑

T∈Th

(∇ · v0, ρ)T −
∑

T∈Th

〈v0 − vb, (Qhρ)n〉∂T

= −
∑

T∈Th

(v0,∇ρ)T +
∑

T∈Th

〈v0, ρn〉∂T −
∑

T∈Th

〈v0 − vb, (Qhρ)n〉∂T

= −
∑

T∈Th

(v0,∇ρ)T +
∑

T∈Th

〈v0 − vb, ρn〉∂T −
∑

T∈Th

〈v0 − vb, (Qhρ)n〉∂T

= −(v0,∇ρ) +
∑

T∈Th

〈v0 − vb, (ρ−Qhρ)n〉∂T ,

从而

(v0,∇ρ) = −(∇w · v,Qhρ)h +
∑

T∈Th

〈v0 − vb, (ρ−Qhρ)n〉∂T . (5.5.9)
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对 (5.5.5)两边作用 v0,这里 v = {v0, vb} ∈ V 0
h ,

(ν∇× (∇× w), v0)− (∇ρ, v0) = (η, v0). (5.5.10)

由分部积分,以及
∑

T∈Th
〈νvb × n,∇× w〉∂T = 0,

(ν∇× (∇× w), v0) =
∑

T∈Th

(ν∇× w,∇× v0)T +
∑

T∈Th

〈ν(v0 − vb)× n,∇× w〉∂T ,

由 (5.5.8)以及上述方程,

(ν∇× (∇× w), v0) =(ν∇w × (Qhw),∇w × v)h

+
∑

T∈Th

〈ν(v0 − vb)× n,∇× w−Qh(∇× w)〉∂T .
(5.5.11)

将 (5.5.9)和 (5.5.11)代入 (5.5.10),引理得证. ¤

引引引理理理5.5.3. (5.5.3)-(5.5.4)定义的 eh, εh 为WG算法 (5.4.1)-(5.4.2)的误差函数.

那么,对任意的 v ∈ V 0
h , q ∈ Wh,成立

a(eh, v) + b(v, εh) = ϕu,p(v), (5.5.12)

b(eh, q) = 0, (5.5.13)

其中, ϕu,p(v)是弱有限元空间 V 0
h 中的线性函数,定义为

ϕu,p(v) = lu(v) + θp(v) + s(Qhu, v).

证明在 (5.5.5)中取 η = f,由引理 5.5.2,

(ν∇w × (Qhu),∇w × v)h + (∇w · v,Qhp)h = (f, v0) + lu(v) + θp(v).
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在上述方程两边加上 s(Qhu, v),

a(Qhu, v) + b(v,Qhp) = (f, v0) + lu(v) + θp(v) + s(Qhu, v). (5.5.14)

(5.5.14)减去 (5.4.1), (5.5.12)得证.

(5.3.2)两边作用 q ∈ Wh,由 (5.5.1),

(g, q) = (∇ · u, q)h = (Qh(∇ · u), q)h = (∇w · (Qhu), q)h. (5.5.15)

(5.5.15)减去 (5.4.2), (5.5.13)得证. ¤

5.6 技技技术术术引引引理理理

本节的目标在于建立WG有限元方法的误差分析中用到的基本估计.

引引引理理理5.6.1. [52] 假设 Th 是区域 Ω 的正则剖分, 具体可参考定义 1.4.1. 假设

1 ≤ r ≤ k, w ∈ [Hr+1(Ω)]d, ρ ∈ Hr(Ω).对 0 ≤ m ≤ 1,存在常数 C,使得

∑

T∈Th

h2m
T ‖w−Q0w‖2

T,m ≤ Ch2(r+1)‖w‖2
r+1, (5.6.1)

∑

T∈Th

h2m
T ‖∇ × w−Qh(∇× w)‖2

T,m ≤ Ch2r‖w‖2
r+1, (5.6.2)

∑

T∈Th

h2m
T ‖ρ−Qhρ‖2

T,m ≤ Ch2r‖ρ‖2
r. (5.6.3)

引引引理理理5.6.2.假设 Th 是区域 Ω的正则剖分,具体可参考定义 1.4.1. 假设 1 ≤ r ≤
k, w ∈ [Hr+1(Ω)]3, ρ ∈ Hr(Ω), v ∈ Vh.存在常数 C,使得

|s(Qhw, v)| ≤Chr‖w‖r+1|||v|||, (5.6.4)

|lw(v)| ≤Chr‖w‖r+1|||v|||, (5.6.5)

|θρ(v)| ≤Chr‖ρ‖r|||v|||, (5.6.6)
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其中 lw(·), θρ(·)为 (5.5.6), (5.5.7)定义的线性函数.

证明由 Cauchy-Schwarz不等式, (1.4.10), (5.6.1),

|s(Qhw, v)| =
∣∣∣

∑

T∈Th

h−1
T 〈Q0w−Qbw, v0 − vb〉∂T

∣∣∣

=
∣∣∣

∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(Q0w)−Qbw, v0 − vb〉∂T

∣∣∣

=
∣∣∣

∑

T∈Th

h−1
T 〈Q0w− w, v0 − vb〉∂T

∣∣∣

≤C
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Q0w− w‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤C
( ∑

T∈Th

h−2
T ‖Q0w− w‖2

T + |Q0w− w|21,T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤Chr‖w‖r+1|||v|||,

(5.6.4)得证.

由 Cauchy-Schwarz不等式, (1.4.10), (5.6.2),

|lw(v)| =|
∑

T∈Th

〈ν(v0 − vb)× n,∇× w−Qh(∇× w)〉∂T |

≤C
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

hT‖∇ × w−Qh(∇× w)‖2
∂T

) 1
2

≤Chr‖w‖r+1|||v|||,

(5.6.5)得证.

由 Cauchy-Schwarz不等式, (1.4.10), (5.6.3),

θρ(v) =
∑

T∈Th

〈v0 − vb, (ρ−Qhρ)n〉∂T
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≤ C
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

hT‖(ρ−Qhρ)n‖2
∂T

) 1
2

≤ Chr‖ρ‖r|||v|||,

(5.6.6)得证.引理得证. ¤

引引引理理理5.6.3. [36]令 k ≥ 1.假设 (u; p) ∈ [Hk+1(Ω)]3×Hk(Ω)和 (uh; ph) ∈ Vh×Wh

分别为静态麦克斯韦方程组 (5.3.1)-(5.3.4)和WG算法 (5.4.1)-(5.4.2)的解. 存

在常数 C,使得

( ∑

T∈Th

‖∇ · e0‖2
T

) 1
2 ≤ Chk

(‖u‖k+1 + ‖p‖k

)
.

引引引理理理5.6.4.对任意的 q ∈ Wh,定义弱有限元空间 V 0
h 中的函数 vq = h2{∇q, 0}.

存在常数 C,使得

|||vq||| ≤ Ch‖∇q‖0,h. (5.6.7)

证明由 (5.7.1),

|||vq|||2 =
∑

T∈Th

ν‖∇w × vq‖2
T + h−1

T ‖h2∇q‖2
∂T . (5.6.8)

对于 (5.6.8)右端第二项,由迹不等式 (1.4.24),

∑

T∈Th

h−1
T ‖h2∇q‖2

∂T ≤ Ch2
∑

T∈Th

‖∇q‖2
T . (5.6.9)

对于 (5.6.8)右端第一项,由 (5.3.8), Cauchy-Schwarz不等式以及逆不等式
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(1.4.23),

‖∇w × vq‖T = sup
0 6=ϕ∈[Pk−1(T )]3

(∇w × vq, ϕ)T

‖ϕ‖T

= sup
0 6=ϕ∈[Pk−1(T )]3

(h2∇q,∇× ϕ)T

‖ϕ‖T

≤ sup
0 6=ϕ∈[Pk−1(T )]3

h2‖∇q‖T‖∇ × ϕ‖T

‖ϕ‖T

≤ sup
0 6=ϕ∈[Pk−1(T )]3

h2‖∇q‖T‖∇ϕ‖T

‖ϕ‖T

≤Ch‖∇q‖T ,

从而 ∑

T∈Th

ν‖∇w × vq‖2
T ≤ Ch2

∑

T∈Th

‖∇q‖2
T . (5.6.10)

由 (5.6.9), (5.6.10),引理得证. ¤

引引引理理理5.6.5.对任意的 q ∈ Wh,定义弱有限元空间 V 0
h 中的函数 v′q = h{0, [[q]]en}.

存在常数 C,使得

|||v′q||| ≤ C|q|0,h, (5.6.11)

其中 e ∈ E0
h, n是 ∂e的单位外法向.

证明由 (5.7.1),

|||v′q|||2 =
∑

T∈Th

ν‖∇w × v′q‖2
T + h−1

T ‖h[[q]]en‖2
∂T . (5.6.12)

对于 (5.6.12)右端第二项,

∑

T∈Th

h−1
T ‖h[[q]]en‖2

∂T ≤ Ch
∑

e∈E0
h

‖[[q]]e‖2
e. (5.6.13)
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对于 (5.6.12)右端第一项,由 (5.3.8),

(∇w × v′q, ϕ)T = 〈h[[q]]en× n, ϕ〉∂T = 0,∀ϕ ∈ [Pk−1(T )]3,

从而 ∇w × v′q = 0.因此,

‖∇w × v′q‖T = 0. (5.6.14)

由 (5.6.13), (5.6.14),引理得证. ¤

5.7 误误误差差差估估估计计计

本节将建立WG算法 3的解 (uh; ph),以及 uh = {u0, ub}的分量 u0和 ub在

各种适当定义的离散范数下的最优阶误差估计.

对任意的 v = {v0, vb} ∈ V 0
h ,定义

|||v|||2 = a(v, v) =
∑

T∈Th

ν‖∇w × v‖2
T +

∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T . (5.7.1)

易知 ||| · |||定义了线性空间 V 0
h 中的一个半范.定义

|||v|||1 = |||v|||+
( ∑

T∈Th

‖∇ · v0‖2
T

) 1
2
.

由引理 5.4.1的证明知 ||| · |||1定义了线性空间 V 0
h 中的一个范数.

对任意的 q ∈ Wh,定义

|||q|||0 = |q|0,h + h‖∇q‖0,h,

其中,

|q|20,h = h
∑

e∈E0
h

‖[[q]]e‖2
e,

‖∇q‖0,h =
( ∑

T∈Th

‖∇q‖2
T

) 1
2
.
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易知 ||| · |||0定义了线性空间Wh中的一个范数.

定定定理理理5.7.1.令 k ≥ 1.假设 (u; p) ∈ [Hk+1(Ω)]3 ×Hk(Ω)和 (uh; ph) ∈ Vh ×Wh分

别为静态麦克斯韦方程组 (5.3.1)-(5.3.4)和WG算法 (5.4.1)-(5.4.2)的解. 存在

常数 C,使得

|||Qhu− uh|||1 + |||Qhp− ph|||0 ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k). (5.7.2)

证明在 (5.5.12)中取 v = eh,在 (5.5.13)中取 q = εh,将得到的两个方程相

减,

|||eh|||2 = ϕu,p(eh).

由 (5.6.4)-(5.6.6),

|||eh|||2 ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k)|||eh|||, (5.7.3)

再由引理 5.6.3,

|||eh|||1 ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k). (5.7.4)

由 (5.3.7),

b(v, q) =
∑

T∈Th

(∇w · v, q) =
∑

T∈Th

−(v0,∇q)T + 〈vb · n, q〉∂T . (5.7.5)

在 (5.7.5)中取 v = vεh
= h2{−∇εh, 0}, q = εh,

b(vεh
, εh) = h2

∑

T∈Th

‖∇εh‖2
T .

在 (5.5.12)中取 v = vεh
,

b(vεh
, εh) = −a(eh, vεh

) + ϕu,p(vεh
),

由 (5.7.3),

|b(vεh
, εh)| ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k)|||vεh

|||.
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因此,

h2
∑

T∈Th

‖∇εh‖2
T ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k)|||vεh

|||,

由引理 5.6.4,

h‖∇εh‖0,h ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k). (5.7.6)

在 (5.7.5)中取 v = v′εh
= {0, h[[εh]]en}, q = εh,其中 e ∈ E0

h, n是 ∂e的单位

外法向,

b(v′εh
, εh) = h

∑

e∈E0
h

‖[[εh]]e‖2
e.

在 (5.5.12)中取 v = v′εh
,

b(v′εh
, εh) = −a(eh, v′εh

) + ϕu,p(v′εh
),

由 (5.7.3),

|b(v′εh
, εh)| ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k)|||v′εh

|||.

因此,

h
∑

e∈E0
h

‖[[εh]]e‖2
e ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k)|||v′εh

|||,

由引理 5.6.5,

|εh|0,h ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k). (5.7.7)

由 (5.7.6), (5.7.7),

|||εh|||0 ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k). (5.7.8)

由 (5.7.4), (5.7.8),定理得证. ¤

接下来,我们建立WG算法 3的解 uh = {u0, ub}的分量 u0 和 ub 的 L2 误

差估计.为此,考虑辅助问题:求 (ψ; ξ),满足

∇× (ν∇× ψ)−∇ξ = e0, 在 Ω, (5.7.9)
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∇ · ψ = 0, 在 Ω, (5.7.10)

ψ × n = 0, 在 ∂Ω, (5.7.11)

ξ = 0, 在 ∂Ω. (5.7.12)

假设问题 (5.7.9)-(5.7.12)具有 [H1+s(Ω)]3×Hs(Ω)正则性,其中 0 < s ≤ 1,即解

(ψ; ξ) ∈ [H1+s(Ω)]3 ×Hs(Ω),且满足先验估计:

‖ψ‖1+s + ‖ξ‖s ≤ C‖e0‖. (5.7.13)

定定定理理理5.7.2. 令 k ≥ 1. 假设 (u; p) ∈ [Hk+1(Ω)]3 × Hk(Ω) 和 (uh; ph) =

({u0, ub}; ph) ∈ Vh × Wh 分别为静态麦克斯韦方程组 (5.3.1)-(5.3.4) 和 WG

算法 (5.4.1)-(5.4.2)的解.令 0 < s ≤ 1.存在常数 C,使得

‖Q0u− u0‖ ≤ Chk+s(‖u‖k+1 + ‖p‖k). (5.7.14)

证明 (5.7.9)两边作用 e0,

‖Q0u− u0‖2 = (e0, e0) = (∇× (ν∇× ψ), e0)− (∇ξ, e0).

在 (5.5.9)和 (5.5.11)中,分别取 w, ρ, v为 ψ, ξ, eh,上述方程为

‖Q0u− u0‖2 = (ν∇w × (Qhψ),∇w × eh)h + (∇w · eh,Qhξ)h − θξ(eh)− lψ(eh).

在上述方程中加上和减去 s(Qhψ, eh),

‖Q0u− u0‖2 = a(Qhψ, eh) + b(eh,Qhξ)− ϕψ,ξ(eh), (5.7.15)

其中 ϕψ,ξ(eh) = θξ(eh) + lψ(eh) + s(Qhψ, eh).

由误差方程 (5.5.13),

b(eh,Qhξ) = 0.
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由 (5.3.7),分部积分,以及 (5.7.10),

b(Qhψ, εh) = (∇w ·Qhψ, εh)h

=
∑

T∈Th

−(Q0ψ,∇εh)T + 〈Qbψ · n, εh〉∂T

=
∑

T∈Th

−(ψ,∇εh)T + 〈ψ · n, εh〉∂T

= 0.

由 (5.5.12), (5.7.15)可化简为

‖Q0u− u0‖2 = a(Qhψ, eh) + b(Qhψ, εh)− ϕψ,ξ(eh)

= ϕu,p(Qhψ)− ϕψ,ξ(eh).

(5.7.16)

对于 (5.7.16)右端第二项 ϕψ,ξ(eh),由 (5.6.4)-(5.6.6), (5.7.3), (5.7.13),

|ϕψ,ξ(eh)| ≤ Chs(‖ψ‖s+1 + ‖ξ‖s)|||eh|||

≤ Chk+s(‖u‖k+1 + ‖p‖k)‖e0‖.
(5.7.17)

对于 (5.7.16)右端第一项 ϕu,p(Qhψ),其每一项可以估计如下.

(i)对于 s(Qhu, Qhψ),由Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.10), (5.6.1),

|s(Qhu, Qhψ)| =
∣∣∣

∑

T∈Th

h−1
T 〈Q0u−Qbu, Q0ψ −Qbψ〉∂T

∣∣∣

=
∣∣∣

∑

T∈Th

h−1
T 〈Qb(Q0u)−Qbu, Qb(Q0ψ)−Qbψ〉∂T

∣∣∣

≤C
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Q0u− u‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Q0ψ − ψ‖2

∂T

) 1
2

≤Chk‖u‖k+1h
s‖ψ‖s+1.
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(ii) 对于 lu(Qhψ),由于在 ∂Ω上, ψ × n = 0,

∑

T∈Th

〈ν(Qbψ − ψ)× n,∇× u−Qh(∇× u)〉∂T

=
∑

T∈Th

〈ν(Qbψ − ψ)× n,∇× u〉∂T = 0.

由 Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.10), (5.6.1), (5.6.2),

|lu(Qhψ)| =|
∑

T∈Th

〈ν(Q0ψ −Qbψ)× n,∇× u−Qh(∇× u)〉∂T |

=|
∑

T∈Th

〈ν(Q0ψ − ψ)× n,∇× u−Qh(∇× u)〉∂T |

≤C
( ∑

T∈Th

hT‖∇ × u−Qh(∇× u)‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖(Q0ψ − ψ)× n‖2

∂T

) 1
2

≤Chk‖u‖k+1h
s‖ψ‖s+1.

(iii) 对于 θp(Qhψ),由于在 ∂Ω上, ψ × n = 0,

∑

T∈Th

〈Qbψ − ψ, (p−Qhp)n〉∂T =
∑

T∈Th

〈Qbψ − ψ, pn〉∂T = 0.

由 Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.10), (5.6.1), (5.6.3),

|θp(Qhψ)| = |
∑

T∈Th

〈Q0ψ −Qbψ, (p−Qhp)n〉∂T |

= |
∑

T∈Th

〈Q0ψ − ψ, (p−Qhp)n〉∂T |

≤ C
( ∑

T∈Th

hT‖p−Qhp‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Q0ψ − ψ‖2

∂T

) 1
2

≤ Chk‖p‖kh
s‖ψ‖s+1.
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由(i), (ii), (iii), ( 5.7.13),

|ϕu,p(Qhψ)| ≤ Chk+s(‖u‖k+1 + ‖p‖k)‖ψ‖s+1

≤ Chk+s(‖u‖k+1 + ‖p‖k)‖e0‖.
(5.7.18)

将 (5.7.17), (5.7.18)代入 (5.7.16),定理得证. ¤

定定定理理理5.7.3. 令 k ≥ 1. 假设 (u; p) ∈ [Hk+1(Ω)]3 × Hk(Ω) 和 (uh; ph) =

({u0, ub}; ph) ∈ Vh × Wh 分别为静态麦克斯韦方程组 (5.3.1)-(5.3.4) 和 WG

算法 (5.4.1)-(5.4.2)的解.令 0 < s ≤ 1.定义

‖eb‖ =
( ∑

T∈Th

hT

∫

∂T

e2
bds

) 1
2
.

存在常数 C,使得

‖Qbu− ub‖ ≤ Chk+s(‖u‖k+1 + ‖p‖k). (5.7.19)

证明在误差方程 (5.5.12)中,取 v = {0, eb},

(ν∇w × eh,∇w × v)h +
∑

T∈Th

h−1
T 〈eb − e0, eb〉∂T + (∇w · v, εh)h = ϕu,p(v).

上式可化简为

∑

T∈Th

h−1
T ‖eb‖2

∂T

=
∑

T∈Th

h−1
T 〈e0, eb〉∂T − (ν∇w × eh,∇w × v)h

− (∇w · v, εh)h + ϕu,p(v).

(5.7.20)

(5.7.20)右端四项分别如下估计.对于 (5.7.20)右端第一项,由 Cauchy-Schwarz
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不等式,迹不等式 (1.4.10),逆不等式 (1.4.23),

∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

h−1
T 〈e0, eb〉∂T

∣∣∣∣∣

≤
( ∑

T∈Th

h−3
T ‖e0‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

hT‖eb‖2
∂T

) 1
2

≤C

( ∑

T∈Th

h−4
T ‖e0‖2

T + h−2
T ‖∇e0‖2

T

) 1
2

‖eb‖

≤C

( ∑

T∈Th

h−4
T ‖e0‖2

T

) 1
2

‖eb‖.

(5.7.21)

对于 (5.7.20)右端第二项,由 Cauchy-Schwarz不等式,

|(ν∇w × eh,∇w × v)h| ≤ ‖∇w × eh‖ ‖∇w × v‖. (5.7.22)

在每个单元 T ,由 (5.3.8), Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.24)知,对任意

的 ϕ ∈ [Pk−1(T )]3,

|(∇w × v, ϕ)T | = |〈eb × n, ϕ〉∂T |

≤ ‖eb‖∂T ‖ϕ‖∂T

≤ Ch
− 1

2

T ‖eb‖∂T ‖ϕ‖T .

从而,

‖∇w × v‖T ≤ Ch
− 1

2

T ‖eb‖∂T . (5.7.23)

将 (5.7.23)代入 (5.7.22),

|(ν∇w × eh,∇w × v)h| ≤ Ch−1‖∇w × eh‖ ‖eb‖. (5.7.24)
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同理,

|(∇w · v, εh)h| ≤ Ch−1‖εh‖ ‖eb‖. (5.7.25)

由 (5.7.1), (5.7.23),

|||v|||2 =
∑

T∈Th

‖∇w × v‖2
T + h−1

T ‖v0 − vb‖2
∂T

≤
∑

T∈Th

h−1
T ‖eb‖2

∂T + h−1
T ‖ − eb‖2

∂T

≤Ch−2‖eb‖2.

(5.7.26)

由 (5.7.26)和引理 5.6.2,

|ϕu,p(v)| ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k)|||v|||

≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k) h−1‖eb‖

≤ Chk−1(‖u‖k+1 + ‖p‖k) ‖eb‖.

(5.7.27)

由 (5.7.20),估计 (5.7.21), (5.7.24), (5.7.25), (5.7.27),

∑

T

h−1
T ‖eb‖2

∂T ≤C

(∑

T

h−4
T ‖e0‖2

T

) 1
2

‖eb‖+ Ch−1(‖∇w × eh‖+ ‖εh‖)‖eb‖

+ Chk−1(‖u‖k+1 + ‖p‖k)‖eb‖.
(5.7.28)

由有限元剖分 Th的形状正则性假设,易证

‖eb‖2 ≤ Ch2
∑

T∈Th

h−1
T ‖eb‖2

∂T ,
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再由 (5.7.28),

‖eb‖2 ≤ C(‖e0‖+ h‖∇w × eh‖+ h‖εh‖)‖eb‖+ Chk+1(‖u‖k+1 + ‖p‖k)‖eb‖.

从而,

‖eb‖ ≤ C(‖e0‖+ h‖∇w × eh‖+ h‖εh‖) + Chk+1(‖u‖k+1 + ‖p‖k).

由上述不等式, (5.7.14), (5.7.2)以及

‖εh‖ = ‖Qhp− ph‖ ≤ Chk‖p‖k,

(5.7.19)得证.定理得证. ¤

5.8 Schur补补补

WG算法 3的自由度为 uh = {u0, ub}和 ph. 为有效实施,本节将推导自由

度大为减少的 Schur补形式,即消去内部自由度 u0,得到一个仅与单元边界自

由度 ub和自由度 ph有关的方程组.

令 (uh; ph) ∈ Vh×Wh为WG算法 3的解.即 (uh; ph)满足在 ∂Ω上 ub×n =

Qbϕ,且

a(uh, v) + b(v, ph) =(f, v0), ∀v = {v0, 0} ∈ V 0
h , (5.8.1)

a(uh, v) + b(v, ph) =0, ∀v = {0, vb} ∈ V 0
h , (5.8.2)

b(uh, q) =(g, q), ∀q ∈ Wh. (5.8.3)

记 Vk(T ), Wk(T )分别为弱有限元空间 Vh, Wh在单元 T 上的限制,

Vk(T ) = {v = {v0, vb} : v0 ∈ [Pk(T )]3, vb ∈ [Pk(e)]
3, e ⊂ ∂T},

Wk(T ) = {q : q ∈ Pk−1(T )}.
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在每个单元 T ∈ Th上, (5.8.1)即为

a(uh, v) =(f, v0)− b(v, ph), ∀v = {v0, 0} ∈ Vk(T ). (5.8.4)

给定 ub 在 ∂T 上的值以及 ph 在 T 上的值, 则在每个单元 T 局部求解

(5.8.4),得到 u0在单元 T 的值.记作

u0 := D(ub, ph, f, g),

WG算法 (5.4.1)-(5.4.2)的解可记作

(uh; ph) = ({u0, ub}; ph) = ({D(ub, ph, f, g), ub}; ph).

记 D1(ub, ph) = D(ub, ph, 0, 0), D2(f, g) = D(0, 0, f, g). 由双线性型 a(·, ·),
b(·, ·)的叠加性,

(uh; ph) = ({u0, ub}; ph)

= ({D(ub, ph, f, g), ub}; ph)

= ({D(ub, ph, 0, 0), ub}; ph) + ({D(0, 0, f, g), 0}; ph)

= ({D1(ub, ph), ub}; ph) + ({D2(f, g), 0}; ph).

在 (5.8.2)-(5.8.3)中,由 (uh; ph) = ({D(ub, ph, f, g), ub}; ph),

a({D1(ub, ph), ub}, v) + b(v, ph) =ς1(v), ∀v = {0, vb} ∈ V 0
h , (5.8.5)

b({D1(ub, ph), ub}, q) =ς2(q), ∀q ∈ Wh, (5.8.6)

其中

ς1(v) = −a({D2(f, g), 0}; v),
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ς2(q) = (g, q)− b({D2(f, g), 0}; q).

方程组 (5.8.5)-(5.8.6)称为WG算法 3的 Schur补,此为关于单元边界自由

度 ub和自由度 ph的方阵问题.

综上所述,高效实施WG算法 3的步骤如下:

步1.求解 (5.8.5)-(5.8.6),得到 (ub, ph),且在 ∂Ω, ub × n = Qbϕ.

步2.在每个单元 T ∈ Th上局部求解 (5.8.4),得到 u0 = D(ub, ph, f, g).
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第第第 6章章章 Div-Curl 问问问题题题的的的弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法

本章提出求解一类 div-curl问题的 WG有限元方法. 我们通过 Helmholtz

分解将 div-curl问题分解为一个二阶椭圆问题和一个静态麦克斯韦方程组. 对

一类 div-curl边值问题,所对应的麦克斯韦方程组的边界条件不同于第五章所

研究的麦克斯韦方程组问题.本章的主要目的是提出求解 Helmholtz分解后得

到的静态麦克斯韦方程组的WG有限元方法,并建立最优阶误差估计理论.

6.1 Div-Curl 问问问题题题及及及其其其分分分解解解

假设 Ω是 R3中非空、有界、连通的多面体开子集, Ω的边界记作 ∂Ω.给

定区域 Ω上的 Lebesgue可积实值函数 f = f(x),向量 g = g(x),以及边界条

件.考虑 div-curl问题:求 u,满足

∇ · (a(x)u) = f(x), 在 Ω, (6.1.1)

∇× u = g(x), 在 Ω, (6.1.2)

其中 a(x) = (aij(x))是区域 Ω上对称、一致正定的 3× 3矩阵.

方程组 (6.1.1)-(6.1.2)起源于流体力学和电磁场理论.在流体力学理论中,

系数矩阵 a(x)是对角矩阵,其对角元素是局部质量密度.在静电学理论中,系

数矩阵 a(x)是电容率矩阵. 在线性磁场理论中,函数 f(x)为 0, u表示磁场强

度, a(x)是磁导率张量的逆.

考虑 div-curl问题 (6.1.1)-(6.1.2)的两类边界条件. I型边界条件:给定向量

u在边界 ∂Ω上的流量值,即

(a(x)u) · n = µ(x), 在 ∂Ω. (6.1.3)
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II 型边界条件:给定向量 u的切向分量的值,即

u× n = η(x), 在 ∂Ω. (6.1.4)

边界值为 (6.1.3)或 (6.1.4)的 div-curl问题 (6.1.1)-(6.1.2)可以分解为一个

二阶椭圆方程和一个静态麦克斯韦方程组.为此,首先介绍 Helmholtz分解. L2

中任意向量值函数 q可以分解为

q = ∇φ +∇×ψ,

其中 φ是标量函数, ψ是向量函数,且满足 (∇φ,∇×ψ) = 0.

6.1.1 I 型型型边边边值值值问问问题题题的的的分分分解解解

假设边界值为 (6.1.3)的 div-curl问题 (6.1.1)-(6.1.2)有解,将 (6.1.1)在区域

Ω上积分,由分部积分,

∫

Ω

fdx =

∫

Ω

∇ · (au)dx =

∫

∂Ω

au · nds,

由边界条件 (6.1.3),得到相容性条件,

∫

Ω

fdx =

∫

∂Ω

µds. (6.1.5)

对 (6.1.2)取散度,得到第二个相容性条件,

∇ · g = 0. (6.1.6)

定定定理理理6.1.1.假设 Ψ ∈ H0(curl; Ω)和 Φ ∈ H1(Ω)是以下方程组的解,

(∇×Ψ,∇×v) = (g,v), ∀v ∈ H0(curl; Ω), (6.1.7)

(a∇Φ,∇v) = 〈µ, v〉 − (a∇×Ψ,∇v)− (f, v), ∀v ∈ H1(Ω). (6.1.8)
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令

u = ∇Φ +∇×Ψ. (6.1.9)

那么, u是边界值为 (6.1.3)的问题 (6.1.1)-(6.1.2)的解.

证明 由相容性条件 (6.1.6) 和 (6.1.5) 知,方程组 (6.1.7)-(6.1.8) 存在解. 由

(6.1.7),

∇× (∇×Ψ) = g, 在 Ω. (6.1.10)

同理,由 (6.1.8),

−∇ · (a∇Φ) = ∇ · (a∇×Ψ)− f, 在 Ω, (6.1.11)

a∇Φ · n = µ− a∇×Ψ · n, 在 ∂Ω. (6.1.12)

对 (6.1.9)取旋度,

∇× u = ∇×∇Φ +∇× (∇×Ψ) = 0 + g = g,

此即为 (6.1.2).将 (6.1.9)乘以矩阵 a后再取散度,由 (6.1.11),

∇ · (au) = ∇ · (a∇Φ) +∇ · (a∇×Ψ) = f.

此即为 (6.1.1).由 (6.1.12)知边界条件 (6.1.3)成立.定理得证. ¤

(6.1.8) 的解 Φ 在相差一个常数的意义下是唯一确定的. 问题 (6.1.7) 的

解 Ψ 不唯一, 其解可以表示为 Ψ + ψ, 其中 ψ 的旋度为 0且满足边界条件

ψ × n = 0,此 ψ构成的集合为 ∇H1
0 (Ω).也即,问题 (6.1.7)在商空间

S = H0(curl; Ω)/(∇H1
0 (Ω)) = {ψ ∈ H0(curl; Ω) : (ψ,∇p) = 0, ∀p ∈ H1

0 (Ω)}

中存在唯一解. 引入 Lagrange乘子, 问题 (6.1.7) 即为: 求 Ψ ∈ H0(curl; Ω),
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p ∈ H1
0 (Ω),使得

(∇×Ψ,∇×v) + (∇p,v) = (g,v), ∀v ∈ H0(curl; Ω), (6.1.13)

(∇s, Ψ) = 0, ∀s ∈ H1
0 (Ω). (6.1.14)

由 (6.1.14),

∇ ·Ψ = 0.

因此, 线性方程组 (6.1.13)-(6.1.14) 即为: 求 Ψ ∈ H0(curl; Ω) ∩ H(div; Ω), p ∈
L2(Ω),使得

(∇×Ψ,∇×v)− (p,∇ · v) = (g,v), ∀v ∈ H0(curl; Ω) ∩H(div; Ω), (6.1.15)

(∇ ·Ψ, s) = 0, ∀s ∈ L2(Ω). (6.1.16)

6.1.2 II 型型型边边边值值值问问问题题题的的的分分分解解解

假设边界值为 (6.1.4)的 div-curl问题 (6.1.1)-(6.1.2)有解,将 (6.1.2)两边乘

以 v ∈ H(curl; Ω),并在区域 Ω上积分,

∫

Ω

gvdx =

∫

Ω

∇× uvdx

=

∫

Ω

u · (∇× v)dx−
∫

∂Ω

(u× n) · vds.

(6.1.17)

将边界条件 (6.1.4)代入 (6.1.17),得到相容性条件:对任意的 v ∈ H(curl; Ω)满

足在 Ω上,∇× v = 0,且

∫

Ω

g · vdx = −
∫

∂Ω

η · vds. (6.1.18)

定定定理理理6.1.2.令 α = a−1 为矩阵 a的逆矩阵. 令 Φ ∈ H1
0 (Ω)和 Ψ ∈ H(curl; Ω)为

以下方程组的解,

(∇Φ,∇v) = −(f, v), ∀v ∈ H1
0 (Ω) (6.1.19)
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(α∇×Ψ,∇×v) = (g,v) + 〈η,v〉 − (α∇Φ,∇× v), ∀v ∈ H(curl; Ω). (6.1.20)

令

u = α(∇Φ +∇×Ψ). (6.1.21)

那么, u是边界值为 (6.1.4)的问题 (6.1.1)-(6.1.2)的解.

证明 变分问题 (6.1.19) 显然有且仅有一个解 Φ, 满足 ∆Φ = f . 因此, 由

(6.1.21),

∇ · (au) = ∆Φ = f,

(6.1.1)得证.

由相容性条件 (6.1.18),变分问题 (6.1.20)存在解 Ψ,满足

∇× (α∇×Ψ) = g −∇× (α∇Φ), 在 Ω, (6.1.22)

(α∇×Ψ)× n = η − (α∇Φ)× n, 在 ∂Ω. (6.1.23)

由 (6.1.22)知旋度方程 (6.1.2)成立,由 (6.1.23)知边界条件 (6.1.4)成立.定理得

证. ¤

问题 (6.1.20)的解 Ψ不唯一,其解可以表示为 Ψ + ψ,其中 ψ是旋度为 0的

函数,此 ψ构成的集合是 ∇H1(Ω).也即,问题 (6.1.20)在商空间

S̃ = H(curl; Ω)/(∇H1(Ω)) = {v ∈ H(curl; Ω) : (v,∇p) = 0 ∀p ∈ H1(Ω)}

中存在唯一解. 引入 Lagrange乘子, 问题 (6.1.20) 即为: 求 u ∈ H(curl; Ω),

p ∈ H1(Ω),使得对任意的 v ∈ H(curl; Ω), s ∈ H1(Ω),满足

(α∇×Ψ,∇×v) + (∇p,v) = (g,v) + 〈η,v〉 − (α∇Φ,∇×v), (6.1.24)

(∇s, Ψ) = 0. (6.1.25)

注意 p在相差一个常数的意义下是唯一确定的.
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由 (6.1.25),

∇ ·Ψ = 0, 在 Ω,

Ψ · n = 0, 在 ∂Ω.

因此,问题 (6.1.24)-(6.1.25)即为:求 Ψ ∈ H(curl; Ω) ∩H0(div; Ω), p ∈ L2
0(Ω),使

得对任意的 v ∈ H(curl; Ω) ∩H0(div; Ω), s ∈ L2
0(Ω),满足

(α∇×Ψ,∇×v)− (p,∇ · v) = (g,v) + 〈η,v〉 − (α∇Φ,∇×v), (6.1.26)

(∇ ·Ψ, s) = 0. (6.1.27)

6.1.3研研研究究究的的的中中中心心心问问问题题题

定理 6.1.1和 6.1.2表明边界值为 (6.1.3)或 (6.1.4)的 div-curl问题 (6.1.1)-

(6.1.2)的解可以通过有序求解二阶椭圆问题和静态麦克斯韦方程组得到. 我

们重点讨论的是求解静态麦克斯韦方程组的数值方法. 对于边界值为 (6.1.3)

的 div-curl问题 (6.1.1)-(6.1.2)分解得到的静态麦克斯韦方程组的WG有限元方

法已经在第五章做了深入详细讨论.本章重点讨论边界值为 (6.1.4)的 div-curl

问题 (6.1.1)-(6.1.2)分解得到的静态麦克斯韦方程组的WG有限元方法.

为简单起见,考虑模型问题:求 (u, p) ∈ [H(curl; Ω) ∩H0(div; Ω)] × L2
0(Ω),

满足

(ν∇× u,∇× v)− (∇ · v, p) =(f ,v), ∀v ∈ H(curl; Ω) ∩H0(div; Ω), (6.1.28)

(∇ · u, q) =0, ∀q ∈ L2
0(Ω), (6.1.29)

其中 ν = {νij}d×d是 Ω中的对称正定矩阵.

本章余下部分假设 ν 是单位矩阵 I,不难看出,所有分析和结果都可以推

广到 ν 是分片光滑的情形.
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6.2 弱弱弱有有有限限限元元元方方方法法法

模型问题 (6.1.28)-(6.1.29)涉及两个微分算子: 散度和旋度.弱散度、弱旋

度,及其离散形式的定义的详细内容可参考本文 5.3节.

注注注6.2.1.假设 v0充分光滑,使得 ∇ · v0 ∈ L2(T ).由分部积分以及 (5.3.7),

(∇w,r,K · v, ϕ)K = (∇ · v0, ϕ)K − 〈v0 · n, ϕ〉∂K + 〈vb · n, ϕ〉∂K

= (∇ · v0, ϕ)K + 〈(vb − v0) · n, ϕ〉∂K ,

(6.2.1)

对任意的 ϕ ∈ [Pr(K)]3.

注注注6.2.2.对 (5.3.8)右端第一项使用分部积分,若 ∇× v0 ∈ L2(K),

(∇w,r,K × v, ϕ)K = (∇× v0, ϕ)K − 〈v0, ϕ× n〉∂K − 〈vb × n, ϕ〉∂K

= (∇× v0, ϕ)K − 〈(vb − v0)× n, ϕ〉∂K ,

(6.2.2)

对任意的 ϕ ∈ [Pr(K)]3.

令 Th为区域 Ω ⊂ R3的一个多面体有限元剖分.假设 Th形状正则,具体见

定义 1.4.1.记 Eh为 Th中所有面的集合, E0
h = Eh \ ∂Ω为 Th中所有内部面的集

合.

给定整数 k ≥ 1,记 Vk(T )为 T 上的离散弱函数空间,即

Vk(T ) = {v = {v0,vb} : v0 ∈ [Pk(T )]3,vb ∈ [Pk(e)]
3, e ⊂ ∂T}.

定义 Ω上弱有限元空间 Vh和Wh为

Vh = {v = {v0, vb} : {v0, vb}|T ∈ Vk(T ), vb · n|e = 0, e ⊂ ∂Ω},

Wh = {q : q ∈ L2
0(Ω), q|T ∈ Pk−1(T )}.
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引入双线性形式

a(v, w) =(∇w × v,∇w × w)h + s(v, w),

b(v, q) =(∇w · v, q)h,

其中

(∇w × v,∇w × w)h =
∑

T∈Th

(∇w × v,∇w × w)T ,

(∇w · v, q)h =
∑

T∈Th

(∇w · v, q)T ,

s(v, w) =
∑

T∈Th

h−1
T 〈v0 − vb, w0 − wb〉∂T .

弱弱弱 Galerkin 算算算法法法4. 求解静态麦克斯韦方程组 (6.1.28)-(6.1.29)的数值算法为:

求 (uh; ph) = ({u0, ub}; ph) ∈ Vh ×Wh,满足

a(uh, v) + b(v, ph) =(f, v0), ∀ v = {v0, vb} ∈ Vh, (6.2.3)

b(uh, q) =0, ∀ q ∈ Wh. (6.2.4)

6.3 稳稳稳定定定性性性条条条件件件

对 v = {v0, vb} ∈ Vh,定义

|||v||| =
( ∑

T∈Th

‖∇w × v‖2
T +

∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2
. (6.3.1)

易知 |||v|||2 = a(v, v),且 ||| · |||定义了线性空间 Vh中的一个半范数.定义

|||v|||1 = |||v|||+
( ∑

T∈Th

‖∇w · v‖2
T

) 1
2
. (6.3.2)
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引引引理理理6.3.1. (6.3.2)定义的 ||| · |||1是线性空间 Vh中的一个范数.

证明易知 ||| · |||1定义了线性空间 Vh中的一个半范.假设存在 v ∈ Vh,使得

|||v|||1 = 0.那么,

∇w × v = 0, 在 T, (6.3.3)

∇w · v = 0, 在 T, (6.3.4)

v0 − vb = 0, 在 ∂T. (6.3.5)

由 (6.3.3), (6.2.2), (6.3.5),对任意的 ϕ ∈ [Pk−1(T )]3,

0 =(∇w × v, ϕ)T

=(∇× v0, ϕ)T − 〈(vb − v0)× n, ϕ〉∂T

=(∇× v0, ϕ)T .

故在每个单元 T ∈ Th, ∇× v0 = 0.再由 (6.3.5)知 v0 ∈ H(curl; Ω),且

∇× v0 = 0, 在 Ω.

因此,存在位势函数 ρ ∈ H1(Ω),使得

v0 = ∇ρ. (6.3.6)

同理,由 (6.3.4), (6.2.1), (6.3.5),对任意的 ϕ ∈ Pk−1(T ),

0 =(∇w · v, ϕ)T

=(∇ · v0, ϕ)T + 〈(vb − v0) · n, ϕ〉∂T

=(∇ · v0, ϕ)T ,
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故在每个单元 T ∈ Th,∇ · v0 = 0.再由 (6.3.5)知 v0 ∈ H(div; Ω),且

∇ · v0 = 0, 在 Ω.

由上式和 (6.3.6),

∆ρ = 0, 在 Ω. (6.3.7)

由 v ∈ Vh知在 ∂Ω上 vb · n = 0.因此,由 (6.3.5), (6.3.6),

∇ρ · n = 0, 在 ∂Ω. (6.3.8)

边界值为 (6.3.8)的方程 (6.3.7)存在唯一的常数解 ρ = C.由 (6.3.6), v0 = 0.从

而, vb = 0.因此, v = 0.引理得证. ¤

在每个单元 T ∈ Th,记 Q0 为到 [Pk(T )]3 的 L2 投影.在每个面 e ⊂ ∂T ,记

Qb 为到 [Pk(e)]
3 的 L2 投影.记 Qhu为到弱有限元空间 Vh 的 L2 投影,使得在

每个单元 T ∈ Th,

Qhu = {Q0u, Qbu}.

记 Qh, Qh分别为到 Pk−1(T ), [Pk−1(T )]3的 L2投影.

引引引理理理6.3.2. (inf-sup条件)存在与 h无关的正常数 β,使得

sup
v∈Vh

b(v, ρ)

|||v|||1
≥ β‖ρ‖, ∀ ρ ∈ Wh. (6.3.9)

证明对任意的 ρ ∈ Wh ⊂ L2
0(Ω),取向量值函数 ṽ ∈ [H1

0 (Ω)]3,使得

(∇ · ṽ, ρ)

‖ṽ‖1
≥ C‖ρ‖, (6.3.10)

其中 C > 0是仅依赖于区域 Ω的常数. 取 v = Qhṽ ∈ Vh,我们需证明: 存在常

数 C0,使得

|||v|||1 ≤ C0‖ṽ‖1. (6.3.11)
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若 (6.3.11)成立,由 (5.5.1),

b(v, ρ) = (∇w·(Qhṽ), ρ)

= (Qh(∇ · ṽ), ρ)

= (∇ · ṽ, ρ).

因此,存在正常数 β,使得

|b(v, ρ)|
|||v|||1

≥ |(∇ · ṽ, ρ)|
C0‖ṽ‖1

≥ β‖ρ‖.

为证明 (6.3.11),由 (5.5.2),

∑

T∈Th

‖∇w × v‖2
T =

∑

T∈Th

‖∇w × (Qhṽ)‖2
T

=
∑

T∈Th

‖Qh(∇× ṽ)‖2
T

≤ ‖∇× ṽ‖2.

(6.3.12)

由迹不等式 (1.4.10),

∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

=
∑

T∈Th

h−1
T ‖Q0ṽ −Qbṽ‖2

∂T

≤
∑

T∈Th

h−1
T ‖Q0ṽ − ṽ‖2

∂T

≤C
∑

T∈Th

(h−2
T ‖Q0ṽ − ṽ‖2

T + ‖∇(Q0ṽ − ṽ)‖2
T )

≤C‖∇ṽ‖2.

(6.3.13)
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由 (6.3.12), (6.3.13),

|||v||| ≤ C‖∇ṽ‖. (6.3.14)

由 (5.5.1),

‖∇w · v‖T = ‖Qh(∇ · ṽ)‖T ≤ ‖∇ · ṽ‖. (6.3.15)

由 (6.3.14)和 (6.3.15)知, (6.3.11)得证.引理得证. ¤

记Mh为离散弱散度算子的核,即

Mh = {v ∈ Vh : b(v, ρ) = 0, ∀ρ ∈ Wh}.

引引引理理理6.3.3. (强制性)存在常数 C > 0,使得

a(v,v) ≥ C|||v|||21, ∀ v ∈Mh. (6.3.16)

证明对任意的 v ∈Mh,

(∇w · v, ρ) = 0, ∀ ρ ∈ Wh.

易证 ∇w · v ∈ Wh.取 ρ = ∇w · v ∈ Wh,则 ∇w · v = 0.因此,

a(v,v) = |||v|||2 ≥ |||v|||21,

取 C = 1, (6.3.16)得证. ¤

引理 6.3.3和 6.3.2表明鞍点问题 (6.2.3)-(6.2.4)满足 Brezzi定理 1.3.6 [10]

的强制性和 inf-sup条件.由双线性型 a(·, ·), b(·, ·)的定义易证, a(·, ·)和 b(·, ·)
有界.由 Brezzi定理 1.3.6,以下结论成立.

定定定理理理6.3.1. WG算法 (6.2.3)-(6.2.4)在弱有限元空间 Vh ×Wh中存在唯一解.且

存在常数 C,使得

|||uh|||1 + ‖ph‖ ≤ C‖f‖V ′h ,
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其中,

‖f‖V ′h = sup
v∈Vh,v 6=0

(f ,v0)

|||v|||1
.

6.4 误误误差差差方方方程程程

假设 (uh; ph) = ({u0,ub}; ph) ∈ Vh ×Wh和 (u; p)分别为WG算法 (6.2.3)-

(6.2.4)和静态麦克斯韦方程组 (6.1.28)-(6.1.29)的解.定义误差函数

eh = {e0, eb} = {Q0u− u0, Qbu− ub}, (6.4.1)

εh = Qhp− ph. (6.4.2)

引引引理理理6.4.1.假设 (w ; ρ) ∈ H(curl; Ω)× L2
0(Ω)充分光滑,且满足

∇× (∇×w)−∇ρ = η, 在 Ω, (6.4.3)

(∇×w)× n = 0, 在 ∂Ω. (6.4.4)

记 (Qhw ;Qhρ) 为 (w ; ρ) 到弱有限元空间 Vh × Wh 上的 L2 投影.对所有的

v ∈ Vh,

(∇w × (Qhw),∇w × v)h + (∇w · v,Qhρ)h = (η, v0) + lw(v) + θρ(v), (6.4.5)

其中,

lw(v) = −
∑

T∈Th

〈(∇×w −Qh(∇×w)), (v0 − vb)× n〉∂T , (6.4.6)

θρ(v) =
∑

T∈Th

〈ρ−Qhρ, (v0 − vb) · n〉∂T . (6.4.7)
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证明在 (6.2.2)中取 ϕ = ∇w × (Qhw),

(∇w × v,∇w × (Qhw))T

=(∇× v0,∇w × (Qhw))T − 〈(vb − v0)× n,∇w × (Qhw)〉∂T .

(6.4.8)

由 (5.5.2),上式即为

(∇w × (Qhw),∇w × v)T

=(∇×w,∇× v0)T + 〈Qh(∇×w), (v0 − vb)× n〉∂T .

(6.4.9)

在 (6.2.1)中取 ϕ = Qhρ,由分部积分,

(∇w · v,Qhρ)T

=(∇ · v0,Qhρ)T + 〈(vb − v0) · n,Qhρ〉∂T

=(∇ · v0, ρ)T + 〈(vb − v0) · n,Qhρ〉∂T

=− (v0,∇ρ)T + 〈v0 · n, ρ〉∂T + 〈(vb − v0) · n,Qhρ〉∂T

=− (v0,∇ρ)T + 〈(vb − v0) · n,Qhρ− ρ〉∂T + 〈vb · n, ρ〉∂T .

(6.4.10)

对所有 T ∈ Th求和,由条件 v ∈ Vh知
∑

T∈Th
〈vb · n, ρ〉∂T = 0,故

(∇w · v,Qhρ)h =
∑

T∈Th

(∇w · v,Qhρ)T

= −(v0,∇ρ) +
∑

T∈Th

〈(v0 − vb) · n, ρ−Qhρ〉∂T ,

从而,

(v0,∇ρ) = −(∇w · v,Qhρ)h +
∑

T∈Th

〈(v0 − vb) · n, ρ−Qhρ〉∂T . (6.4.11)
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(6.4.3)两边分别作用 v0,其中 v = {v0, vb} ∈ Vh,

(∇× (∇× w), v0)T − (∇ρ, v0)T = (η, v0)T . (6.4.12)

由分部积分,

(∇× (∇× w), v0)T = (∇× w,∇× v0)T − 〈(∇×w)× n,v0〉∂T

= (∇×w,∇× v0)T − 〈(∇×w)× n,v0 − vb〉∂T

−〈(∇×w)× n,vb〉∂T .

对所有单元 T ∈ Th求和,由边界条件 (6.4.4)以及
∑

T∈Th
〈(∇×w)×n,vb〉∂T = 0,

(∇× (∇×w), v0) =
∑

T∈Th

(∇×w,∇× v0)T − 〈(∇×w)×n, v0− vb〉∂T . (6.4.13)

由 (6.4.9), (6.4.13),

(∇× (∇× w), v0) =(∇w × (Qhw),∇w × v)h

+
∑

T∈Th

〈(v0 − vb)× n, (∇×w −Qh(∇×w))〉∂T .
(6.4.14)

结合 (6.4.11), (6.4.12), (6.4.14),引理得证. ¤

定定定理理理6.4.1. (6.4.1)-(6.4.2)定义的误差函数 eh和 εh满足方程组

a(eh, v) + b(v, εh) = ϕu,p(v), ∀v ∈ Vh, (6.4.15)

b(eh, q) = 0, ∀q ∈ Wh, (6.4.16)

其中,

ϕu,p(v) = lu(v) + θp(v) + s(Qhu, v). (6.4.17)

证明取 η = f , (6.1.28)-(6.1.29)的准确解 (u ; p)满足 (6.4.3)-(6.4.4).由引理
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6.4.1,

(∇w × (Qhu),∇w × v)h + (∇w · v,Qhp)h = (f, v0) + lu(v) + θp(v),

上式即为

a(Qhu, v) + b(v,Qhp) = (f, v0) + lu(v) + θp(v) + s(Qhu, v). (6.4.18)

(6.4.18)减去 (6.2.3), (6.4.15)得证.

在 (6.1.29)中取 q ∈ Wh,

(∇ · u, q)h = 0, ∀q ∈ Wh.

由 (5.5.1),

0 = (∇ · u, q)h = (Qh(∇ · u), q)h = (∇w · (Qhu), q)h. (6.4.19)

(6.4.19)减去 (6.2.4), (6.4.16)得证.定理得证. ¤

6.5 技技技术术术引引引理理理

本节给出推导WG算法 (6.2.3)-(6.2.4)的误差估计时用到的一些结论.

对 v ∈ Vh,定义

|v|1,h =

( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2

.

易知 |v|1,h定义了弱有限元空间 Vh中的一个半范数.

引引引理理理6.5.1.假设区域 Ω的有限元剖分 Th 满足定义 1.4.1的形状正则性假设且

1 ≤ r ≤ k. 假设 w ∈ [Hr+1(Ω)]3, ρ ∈ Hr(Ω). 对任意的 v ∈ Vh,存在常数 C,使
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得

|s(Qhw,v)| ≤Chr‖w‖r+1 |v|1,h, (6.5.1)

|lw(v)| ≤Chr‖w‖r+1 |v|1,h, (6.5.2)

|θρ(v)| ≤Chr‖ρ‖r |v|1,h. (6.5.3)

这里, lw(·), θρ(·)的定义见 (6.4.6), (6.4.7).

证明 为证明 (6.5.1), 由 s(·, ·) 的定义, Cauchy-Schwarz不等式, 迹不等式

(1.4.10), (5.6.1),

|s(Qhw, v)|

=
∣∣∣

∑

T∈Th

h−1
T 〈Q0w−Qbw, v0 − vb〉∂T

∣∣∣

=
∣∣∣

∑

T∈Th

h−1
T 〈Q0w− w, v0 − vb〉∂T

∣∣∣

≤ C
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖Q0w− w‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤ C
( ∑

T∈Th

h−2
T ‖Q0w− w‖2

T + |Q0w− w|21,T

) 1
2 |v|1,h

≤ Chr‖w‖r+1 |v|1,h.
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为证 (6.5.2),由 Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.10), (5.6.2),

|lw(v)| =
∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

〈∇ × w−Qh(∇× w), (v0 − vb)× n)〉∂T

∣∣∣∣∣

≤C
( ∑

T∈Th

hT‖∇ × w−Qh(∇× w)‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤C
( ∑

T∈Th

‖∇ × w−Qh(∇× w)‖2
T + h2

T |∇ × w−Qh(∇× w)|21,T

) 1
2

·
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤Chr‖w‖r+1 |v|1,h.

为证 (6.5.3),由 Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.10), (5.6.3),

|θρ(v)| =
∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

〈ρ−Qhρ, (v0 − vb) · n〉∂T

∣∣∣∣∣

≤ C
( ∑

T∈Th

hT‖ρ−Qhρ‖2
∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤ C
( ∑

T∈Th

‖ρ−Qhρ‖2
T + h2

T |ρ−Qhρ|21,T

) 1
2
( ∑

T∈Th

h−1
T ‖v0 − vb‖2

∂T

) 1
2

≤ Chr‖ρ‖r |v|1,h.

引理得证. ¤

6.6 误误误差差差估估估计计计

本节将建立WG算法 4的解 (uh; ph),以及 uh = {u0, ub}的分量 u0和 ub在

各种适当定义的离散范数下的最优阶误差估计.
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定定定理理理6.6.1.令 k ≥ 1.假设 (u; p) ∈ [Hk+1(Ω)]3×Hk(Ω)和 (uh; ph) ∈ Vh×Wh分

别为静态麦克斯韦方程组 (6.1.28)-(6.1.29)和WG算法 (6.2.3)-(6.2.4)的解. 存

在常数 C,使得

|||Qhu− uh|||1 + ‖Qhp− ph‖ ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k). (6.6.1)

证明由定理 6.4.1,误差函数 (eh ; εh) = (Qhu − uh,Qhp − ph)满足鞍点问

题 (6.4.15)-(6.4.16).由 Brezzi定理 1.3.6 [10],

|||Qhu− uh|||1 + ‖Qhp− ph‖ ≤ C‖ϕu,p‖V ′h . (6.6.2)

下面我们估计 ‖ϕu,p‖V ′h.由引理 6.5.1, (6.4.17),

|ϕu,p(v)| ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k)|v|1,h,

由 |v|1,h ≤ |||v||| ≤ |||v|||1,

‖ϕu,p‖V ′h = sup
v∈Vh,v 6=0

|ϕu,p(v)|
|||v|||1

≤ sup
v∈Vh,v 6=0

|ϕu,p(v)|
|v|1,h

≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k).

(6.6.3)

将 (6.6.3)代入 (6.6.2), (6.6.1)得证.定理得证. ¤

本节余下部分建立 WG 算法 (6.2.3)-(6.2.4) 的解 uh = {u0, ub} 的分量
u0, ub 在 L2 范数下的最优阶误差估计. 为此, 考虑对偶问题: 求 (ψ; ξ) ∈
[H(curl; Ω) ∩H(div; Ω)]× L2

0(Ω),使得

∇× (∇× ψ)−∇ξ = e0, 在 Ω, (6.6.4)

∇ · ψ = 0, 在 Ω, (6.6.5)
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(∇× ψ)× n = 0, 在 ∂Ω, (6.6.6)

ψ · n = 0, 在 ∂Ω. (6.6.7)

假设对偶问题 (6.6.4)-(6.6.7) 具有 [H2(Ω)]3 × H1(Ω) 正则性, 即解 (ψ; ξ) ∈
[H2(Ω)]3 ×H1(Ω)且满足先验估计

‖ψ‖2 + ‖ξ‖1 ≤ C‖e0‖. (6.6.8)

定定定理理理6.6.2. 令 k ≥ 1. 假设 (u; p) ∈ [Hk+1(Ω)]3 × Hk(Ω) 和 (uh; ph) =

({u0, ub}; ph) ∈ Vh×Wh分别为静态麦克斯韦方程组 (6.1.28)-(6.1.29)和WG算

法 (6.2.3)-(6.2.4)的解.存在常数 C,使得

‖Q0u− u0‖ ≤ Chk+1
(‖u‖k+1 + ‖p‖k

)
. (6.6.9)

证明 (6.6.4)两边分别作用 e0,

‖Q0u− u0‖2 = (e0, e0).

注意到 (ψ; ξ)满足引理 6.4.1的条件.在 (6.4.5)中取 η = e0, (w; ρ) = (ψ; ξ),

‖Q0u− u0‖2 = (∇w × (Qhψ),∇w × eh)h + (∇w · eh,Qhξ)h − θξ(eh)− lψ(eh),

上式即为

‖Q0u− u0‖2 = a(Qhψ, eh) + b(eh,Qhξ)− ϕψ,ξ(eh), (6.6.10)

其中,

ϕψ,ξ(eh) = θξ(eh) + lψ(eh) + s(Qhψ, eh).

由 (6.4.16)知 b(eh,Qhξ) = 0.因此,

‖Q0u− u0‖2 = a(Qhψ, eh)− ϕψ,ξ(eh). (6.6.11)
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由 (5.5.1), (6.6.5),

b(Qhψ, εh) = (∇w ·Qhψ, εh)h

= (Qh∇ · ψ, εh)h

= 0.

因此,由 (6.6.11), (6.4.15),

‖Q0u− u0‖2 = a(eh, Qhψ) + b(Qhψ, εh)− ϕψ,ξ(eh)

= ϕu,p(Qhψ)− ϕψ,ξ(eh).

(6.6.12)

在引理 6.5.1中取 r = 1, v = eh, (w; ρ) = (ψ; ξ),由 (6.6.8),

|ϕψ,ξ(eh)| ≤ Ch(‖ψ‖2 + ‖ξ‖1) |eh|1,h

≤ Ch‖e0‖ |||eh|||.
(6.6.13)

同理,在引理 6.5.1中取 r = k, v = Qhψ, (w; ρ) = (u; p),

|ϕu,p(Qhψ)| ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k) |Qhψ|1,h. (6.6.14)

由迹不等式 (1.4.10),

h−1
T ‖Q0ψ −Qbψ‖2

∂T ≤ h−1
T ‖Q0ψ − ψ‖2

∂T

≤ Ch−2
T ‖ψ −Q0ψ‖2

T + C‖∇(ψ −Q0ψ)‖2
T

≤ Ch2
T‖∇2ψ‖2

T .
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对所有单元 T ∈ Th求和,

|Qhψ|21,h =
∑

T∈Th

h−1
T ‖Q0ψ −Qbψ‖2

∂T

≤ Ch2‖ψ‖2
2.

将上述估计代入 (6.6.14),再由 (6.6.8),

|ϕu,p(Qhψ)| ≤ Chk+1(‖u‖k+1 + ‖p‖k) ‖e0‖. (6.6.15)

由 (6.6.12), (6.6.13), (6.6.15),

‖Q0u− u0‖2 ≤ |ϕu,p(Qhψ)|+ |ϕψ,ξ(eh)|

≤ C
(
h|||eh|||+ hk+1(‖u‖k+1 + ‖p‖k)

) ‖Q0u− u0‖,

从而

‖Q0u− u0‖ ≤ Ch|||eh|||+ Chk+1(‖u‖k+1 + ‖p‖k).

再由定理 6.6.1以及 |||eh||| ≤ |||eh|||1知,定理得证. ¤

定定定理理理6.6.3. 令 k ≥ 1. 假设 (u; p) ∈ [Hk+1(Ω)]3 × Hk(Ω) 和 (uh; ph) =

({u0, ub}; ph) ∈ Vh×Wh分别为静态麦克斯韦方程组 (6.1.28)-(6.1.29)和WG算

法 (6.2.3)-(6.2.4)的解.定义

‖ub‖ =
( ∑

T∈Th

hT

∫

∂T

u2
bds

) 1
2
.

存在常数 C,使得

‖Qbu− ub‖ ≤ Chk+1
(‖u‖k+1 + ‖p‖k

)
. (6.6.16)
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证明在误差方程 (6.4.15)中取 v = {0, eb},

(∇w × eh,∇w × v)h +
∑

T∈Th

h−1
T 〈eb − e0, eb〉∂T + (∇w · v, εh)h = ϕu,p(v).

上式即为

∑

T∈Th

h−1
T ‖eb‖2

∂T

=
∑

T∈Th

h−1
T 〈e0, eb〉∂T − (∇w × eh,∇w × v)h − (∇w · v, εh)h + ϕu,p(v).

(6.6.17)

以下分别估计 (6.6.17)右端四项.对于 (6.6.17)右端第一项,由 Cauchy-Schwarz

不等式,迹不等式 (1.4.10),以及逆不等式 (1.4.23),

∣∣∣∣∣
∑

T∈Th

h−1
T 〈e0, eb〉∂T

∣∣∣∣∣

≤
( ∑

T∈Th

h−3
T ‖e0‖2

∂T

) 1
2
( ∑

T∈Th

hT‖eb‖2
∂T

) 1
2

≤C

( ∑

T∈Th

h−4
T ‖e0‖2

T + h−2
T ‖∇e0‖2

T

) 1
2

‖eb‖

≤C

( ∑

T∈Th

h−4
T ‖e0‖2

T

) 1
2

‖eb‖.

(6.6.18)

对于 (6.6.17)右端第二项,由 Cauchy-Schwarz不等式,

|(∇w × eh,∇w × v)h| ≤ ‖∇w × eh‖ ‖∇w × v‖. (6.6.19)
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由 (5.3.8), Cauchy-Schwarz不等式,迹不等式 (1.4.24),对任意的 ϕ ∈ Pk−1(T )3,

|(∇w × v, ϕ)T | = |〈eb × n, ϕ〉∂T |

≤ ‖eb‖∂T ‖ϕ‖∂T

≤ Ch−1
T ‖eb‖T ‖ϕ‖T .

因此,

‖∇w × v‖T = sup
0 6=ϕ∈[Pk−1(T )]3

|(∇w × v, ϕ)T |
‖ϕ‖T

≤ Ch−1
T ‖eb‖T .

将上式代入 (6.6.19),

|(∇w × eh,∇w × v)h| ≤ Ch−1‖∇w × eh‖ ‖eb‖. (6.6.20)

对于 (6.6.17)右端第三项,同理可得,

|(∇w · v, εh)h| ≤ Ch−1‖εh‖ ‖eb‖. (6.6.21)

由引理 6.5.1,

|ϕu,p(v)| ≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k) |v|1,h

≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k)

(∑

T

h−1
T ‖eb‖2

∂T

) 1
2

≤ Chk(‖u‖k+1 + ‖p‖k) h−1‖eb‖

≤ Chk−1(‖u‖k+1 + ‖p‖k) ‖eb‖.

(6.6.22)
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结合 (6.6.17), (6.6.18), (6.6.20), (6.6.21), (6.6.22),

∑

T∈Th

h−1
T ‖eb‖2

∂T

≤C

( ∑

T∈Th

h−4
T ‖e0‖2

T

) 1
2

‖eb‖+ Ch−1(‖∇w × eh‖+ ‖εh‖)‖eb‖

+ Chk−1(‖u‖k+1 + ‖p‖k)‖eb‖.

(6.6.23)

由有限元剖分 Th的形状正则性假设,易证

‖eb‖2 ≤ Ch2
∑

T∈Th

h−1
T ‖eb‖2

∂T .

再由 (6.6.23),

‖eb‖2 ≤ C(‖e0‖+ h‖∇w × eh‖+ h‖εh‖)‖eb‖+ Chk+1(‖u‖k+1 + ‖p‖k)‖eb‖.

因此,

‖eb‖ ≤ C(‖e0‖+ h‖∇w × eh‖+ h‖εh‖) + Chk+1(‖u‖k+1 + ‖p‖k).

再由 (6.6.9)和 (6.6.1), (6.6.16)得证.定理得证. ¤
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第第第 7章章章 结结结论论论与与与展展展望望望

本文主要讨论了求解偏微分方程,特别是重调和方程、麦克斯韦方程组

和 div-curl问题的WG有限元方法以及杂交WG有限元方法,证明了在离散范

数意义下的最优阶误差估计,给出了相关的数值结果,数值实验结果充分验证

了我们对WG方法所建立的数学理论,并表明了WG有限元法的高效性和精

确性.关于WG有限元方法,鉴于时间的关系，还有待进一步深入研究和推广.

我们今后拟解决的问题,具体有如下几个方面:

1. 为有效求解,将应用区域分解方法和多重网格法来求解相应的离散代

数方程组,同时构造求解重调和方程的WG有限元方法的预处理子.

2. 给出求解麦克斯韦方程组和 div-curl问题的WG有限元方法的数值结

果.

3.设计求解麦克斯韦方程组的WG有限元方法的快速算法. 特别地,我们

将考虑求解麦克斯韦方程组的WG有限元方法的杂交形式. 通过子空间分解

技巧,构造求解麦克斯韦方程组和 div-curl问题的WG有限元方法有效的预条

件子或高效迭代求解算法.

4.考虑更具挑战性的 Reissner-Mindlin板问题的WG有限元方法. 这里的

关键是构造无闭锁的高效WG有限元方法.

5.更进一步,我们将设计 Vlasov-Maxwell问题的WG有限元方法,并考虑

实际问题的数值模拟.
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